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1.2 矩阵的运算
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矩阵的乘法. 解线性方程组时，矩阵在其中起到了简化记号的作
用。在实际中，我们可能会面临这样一种情况: 有两组变元
x1, x2, · · · , xn 和 y1, y2, · · · , ym，它们之间满足

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = y2,

· · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = ym.

(1)
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y1, y2, · · · , ym 则满足线性方程组
b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1mym = c1,
b21y1 + b22y2 + · · ·+ b2mym = c2,

· · · · · · · · · · · ·
br1y1 + br2y2 + · · ·+ brmym = cr.

(2)
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将 y1, y2, · · · , ym 的值代入，会得到关于 x1, x2, · · · , xn 的线性方

程组。可以想象这个方程组的系数将非常复杂。

问题：它的系数矩阵能否由上面两个方程的系数矩阵来表达呢？

答案： 矩阵乘法！
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空间向量 α = (x1, y1, z1) 和 β = (x2, y2, z2)，

我们中学学过它们的数量积

α · β = x1x2 + y1y2 + z1z2

线性方程组中的

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

可以看作两个有 n 个坐标的向量的数量积.
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定义

对于矩阵 A ∈ Mm,n(F),B ∈ Mn,r(F), 我们定义它们的乘积 AB
为 m 行 r 列的矩阵 C，其 (i, j) 元为 A 的第 i 行与 B 的第 j 列
的数量积，即

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj.
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矩阵乘法


1 2 3 4
5 6 7 11

2 5 8 13




2 2 3

1 6 7

3 5 8

2 3 1




21

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矩阵乘法


1 2 3 4
5 6 7 11

2 5 8 13



2 2 3

1 6 7

3 5 8

2 3 1



21 41


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矩阵乘法


1 2 3 4
5 6 7 11

2 5 8 13



2 2 3
1 6 7
3 5 8
2 3 1



21 41 45


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矩阵乘法


1 2 3 4

5 6 7 11
2 5 8 13




2 2 3

1 6 7

3 5 8

2 3 1



21 41 45

59





.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

矩阵乘法


1 2 3 4

5 6 7 11
2 5 8 13



2 2 3

1 6 7

3 5 8

2 3 1



21 41 45

59 114


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矩阵乘法


1 2 3 4

5 6 7 11
2 5 8 13



2 2 3
1 6 7
3 5 8
2 3 1



21 41 45

59 114 124


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矩阵乘法


1 2 3 4

5 6 7 11

2 5 8 13




2 2 3

1 6 7

3 5 8

2 3 1



21 41 45

59 114 124

59





.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

矩阵乘法


1 2 3 4

5 6 7 11

2 5 8 13



2 2 3

1 6 7

3 5 8

2 3 1



21 41 45

59 114 124

59 113


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矩阵乘法


1 2 3 4

5 6 7 11

2 5 8 13



2 2 3
1 6 7
3 5 8
2 3 1

 =


21 41 45

59 114 124

59 113 118


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线性方程组可以用矩阵的乘法来表达，如线性方程组 (1) 可以很

简洁地写成 Ax = y 的形式, 其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ...

am1 am2 · · · amn

 , x =


x1
x2
...

xn

 , y =


y1
y2
...

ym

 .

线性方程组 (2) 可以写成 By = c, 其中

B =


b11 b12 · · · b1m

b21 b22 · · · b2m
... ... ...

br1 br2 · · · brm

 , y =


y1
y2
...

ym

 , c =


c1
c2
...
cr

 .
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将 y = Ax 代入 By = c，得到

B(Ax) = c

这是关于 x 的线性方程组，但其系数矩阵是不是 BA？也就是
说，B(Ax) 是否等于 (BA)x？ 这本质就是在问矩阵乘法是否满
足结合律，答案是肯定的。

定理

矩阵的乘法满足结合律。



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

矩阵乘法不满足交换律.
■ 如果 A 是 m × n 矩阵，B 是 n × r 矩阵，那么 AB 有定义；
■ 如果 m = r 但 m ̸= n，此时虽然 BA 和 AB 有定义，但

AB 和 BA 是不同形状的矩阵，不可能相等；
■ 如果 A、B 同为 n 阶方阵，AB 与 BA 也未必相等，比如(

1 0

1 0

)(
1 −1

0 0

)
=

(
1 −1

1 −1

)
(
1 −1

0 0

)(
1 0

1 0

)
=

(
0 0

0 0

)
.
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所有元素都为 0 的矩阵称为零矩阵(null matrix)，记为 O. 上面
的例子表明，两个非零的矩阵的乘积可能为零矩阵.

在 Mm,n(F) 中用 Eij 表示 (i, j) 元为 1, 其他元素为 0 的矩阵。

在 Mn(F) 中有

EijEkl =

Eil, j = k;

O, j ≠ k.
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方阵 A 从左上到右下的对角线称为主对角线(leading diagonal).

对角矩阵(diagonal matrix):

A =


a1

a2
. . .

an

 ,
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纯量矩阵 (scalar matrix):

A =


a

a
. . .

a

 ,

单位矩阵 (identity matrix):

In =


1

1
. . .

1

 .



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

对角矩阵 D = diag[d1, d2, · · · , dm] 和 m × n 矩阵 A, 乘积 DA
为将 A 的 m 行分别乘 d1, d2, · · · , dm 所得的矩阵特别地，

ImA = A

类似的，如果 D = diag[d1, d2, · · · , dn], 那么 AD 为将 A 的 n
列分别乘 d1, d2, · · · , dn 所得的矩阵，特别地，

AIn = A
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初等变换与矩阵乘法

单位矩阵交换两行得到的矩阵记为 Pij:

Pij =

i j



1
. . .

1

i 0 · · · 1

1
... . . . ...

1

j 1 · · · 0

1
. . .

1

,
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单位矩阵第 i 行乘非零数 k 得到的矩阵记为 Di(λ):

Di(λ) =





1
. . .

1

i λ

1
. . .

1

,
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将单位矩阵的第 j 行乘 c 加到第 i 行所得的矩阵 Tij(c):

Tij(c) =

i j



1
. . .

i 1 c
. . .

j 1
. . .

1

.
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我们称这些矩阵为初等矩阵(elementary matrix)。直接验证：

■ PijA 为交换 A 的 i, j 行所得的矩阵；
■ Di(λ)A 为将 A 的第 i 行乘 λ 后所得的矩阵；

■ Tij(c)A 为将 A 的第 j 行乘 c 加到第 i 行所得的矩阵。
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矩阵加法

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ...

am1 am2 · · · amn

 , B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
... ... ...

bm1 bm2 · · · bmn



A + B =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n
... ... ...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn


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矩阵数乘

λ ∈ F, A = (aij) ∈ Mm,n(F), 定义数乘为

λA =


λa11 λa12 · · · λa1n

λa21 λa22 · · · λa2n
... ... ...

λam1 λam2 · · · λamn


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A 的负矩阵(negative matrix) 定义为 −A := (−1)A. 由此我们可
以定义矩阵的减法为

A − B := A + (−B).

A − A 的所有元素都为零，即零矩阵 O. 直接验证可以得到矩
阵的加法、乘法和数乘具有如下性质.
(1) A + B = B + A, (A + B) + C = A + (B + C);
(2) O + A = A, A + (−A) = O;
(3) A(B + C) = AB + AC, (B + C)A = BA + CA;
(4) λ(A + B) = λA + λB, (λ+ µ)A = λA + µA;
(5) (λµ)A = λ(µA), λ(AB) = (λA)B = A(λB);
(6) 1A = A.
这里 λ, µ ∈ F, A,B,C 都是元素在 F 中的矩阵.



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

A ∈ Mm,n(F) 的转置矩阵(transposed matrix) AT 为 n × m 矩阵，
它的 (i, j) 元为 A 的 (j, i) 元 aji, 即

AT =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

... ... ...
a1n a2n · · · amn

 .

比如

A =

(
1 2 3

4 5 6

)
, AT =


1 4

2 5

3 6

 .
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矩阵的转置和加法、乘法以及数乘的关系如下。

(1) (AT)T = A;
(2) (A + B)T = AT + BT;
(3) (AB)T = BTAT;
(4) (λA)T = λAT.
这里除第 (3) 条外都是显然的.
对称矩阵: A ∈ Mn(F), 且 A = AT, 如:

1 2 3

2 4 5

3 5 6

 .


