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DIE VEKTORRAUMKATEGORIE ZU EINEM UNZERLEGBAREN
PROJEKTIVEN MODUL EINER TUBULAREN ALGEBRA

Changchang Xi

1. Einleitung

Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und A eine endlich-dimensionale
zusammenhingende Basisalgebra {iber k. Dann kann A durch einen Kécher A mit Re-
lationen beschrieben werden. Mit A-mod bezeichnen wir die Kategorie aller endlich-
dimensionalen A-Linksmoduln und mit A-ind eine volle Unterkategorie von A-mod, die
aus jeder Isomorphieklasse unzerlegbarer A-Moduln genau einen Représentanten enthalt.
Zu jedem Punkt z des Kéchers A gibt es einen projektiven A-Modul P(z) € A-ind. Setze
|-| = Homa(P(z),~) und

54 .= {X € A-ind | X # P(z),|X| #£ 0 = |rX|}.

Dann ist SA := (add SA,|-|) eine Vektorraumkategorie. Sie wurde studiert in [D] und
[RV] fiir darstellungsendliche Algebren und in [X2] fiir zahme verkleideten Algebren. Ziel
dieser Arbeit ist, die Kategorie S# genau zu untersuchen, wenn A eine tubulare Algebra ist.
In diesem Fall interessieren wir uns insbesondere fiir die kritischen Vektorraumkategorien,
die in SA auftauchen.

Sei A eine tubulare Algebra, also A ist eine tubulare Koerweiterung einer zahmen
verkleideten Algebra A, und gleichzeitig auch eine tubulare Erweiterung einer zahmen
verkleideten Algebra Aq (siche [Ril]). Sei z ein Punkt des Kdchers von A, der auch
ein Punkt der Kocher von 4p und A ist. Im zweiten Abschnitt untersuchen wir die
Eigenschaften der Kategorie SA und die kritischen Vektorraumkategorien in SA. Unser
Hauptergebnis, Satz 2.10 zeigt, daB die Kategorie S2 viele dhnliche Eigenschaften wie bei
zahmen verkleideten Algebren [X2] besitzt. AuBerdem liefert der Satz 2.9 , daB es in SA
mindestens eine tubulare Vektorraumkategorie [Ri2] gibt. Im Abschnitt 3 studieren wir
die Menge K2 aller Moduln in S#, die zu kritischen Vektorraumkategorien gehdren. Satz
3.3 besagt, dal K2 eine volle konvexe Unterhalbordnung von S2 ist, wenn man auf S2
eine Ordnung folgendermafen definiert:

M < N & es gibt My=N,M,... M, =M in S2 und f; : M; = M},
mit Hom(P(z), f;) #0 firi =0,1,...,n — 1.
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Schliellich diskutieren wir im Abschnitt 4 Fasersummen (siehe [D]) iiber P(z). Es wird
gezeigt, daB jeder unzerlegbare Modul M mit M, # 0, der zu Po, oder zu einer homogenen
Rohre in T, (siehe [Ril]) gehort, eine Fasersumme {iber P(z) ist.

wir verweisen fiir die nicht erklirten Begriffe und Bezeichnungen auf [Ril] und [X2].

2. Kritische Mengen in SA.

Sei A eine tubulare Algebra und z ein Punkt, der sowohl zu Ag als auch zu A
gehort. Wir studieren in diesem Abschnitt die Kategorie S2 := (add SA,|-|) mit |- | =
Hom 4(P(z),-).

2.1 Lemma.

Sei M € SA. Dann gilt folgendes:
(1) Endas(M) = k.
(2) Extiy(M,M) =0 firi>1.
(3) dim Homa(P(z),M) < 2.

Beweis: Falls M € Py V Q , dann sind (1) und (2) klar. Nun sei M € 7, fir
v € Q*. Dann ist 7, eine standard stabile aufrichtige Réhrenfamilie, und die Summe
der Dimensionsvektoren der am Mund einer Réhre liegenden Moduln ist ein aufrichtiger
Radikalvektor von x 4. In diesem Fall gelten (1) und (2). Nun sei M in einer der Ausnah-
merdhren To(p).Dann gilt proj.dimM < 1. Wir kénnen Tg(p) als eine Modulklasse in einer
groBen stabilen Rohre 77 (p) betrachten. Also gelten (1) und (2), wenn wir End(M) bzw.
Ezt(M, M) in T}(p) berechnen. Im Fall M € T, ist der Beweis analog.

(3) folgt aus (X1, Lemma 2.1].

2.2 Lemma.
S24 ist eine endliche Menge.

Beweis: Angenommen S7 ist unendlich. Setze 4 = A/Ae;A. Dann ist x nicht schwach
positiv. Nach der Proposition 2.7 in [H&) existiert ein voller Unterkdcher Q' mit Q) C
Ao \ {z}, so daB xxq' = xalo kritisch ist. Folglich gibt es einen positiven aufrichtigen
Radikalvektor y von x¢q'. Dies ist auch ein Radikalvektor von x 4, also ist nach [Ril, 5.1(1))
y = ahg oder y = Bhoo mit a, B € QF. Dies impliziert y, # 0, einen Widerspruch.

0

2.3 Lemma.
Sei B eine endlich-dimensionale k-Algebra. Seien Ny,... ,N, paarweise nicht isomorphe
B-Moduln. Sei J eine Teilmenge von {1,...,4}. Ist Endp(N, @ ... ® N,) nicht vom
wilden Typ (siehe [Ri2]), so auck Endp( ?JN,').

i
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2.4 Lemma.
Seien M, N € PooNSA mit M & N und |M| = |N| & k2. Dann gilt entweder Ezt!(M,N) #
0 oder Ext!(N,M) # 0.
Beweis: Gemi8 2.3 und [Ril, 5.1(5)] ist B := End(P(z) ® M @ N) nicht vom wilden
Typ. O.B.d.A. sei Hom(M, N) # 0, dann ist Hom(N, M) = 0. Angenommen Ezt!(N &
M,M @ N) = 0 gilt.

(1) dim Hom (M, N) = 1. Dann ist B zu einer der folgenden Algebren isomorph:

aff=0

B a
o o — 0o ’ °€ — 0 ———0
Yy

aff = ay af=ay=0

Aber die vier Algebren sind vom wilden Typ. Ein Widerspruch.
(2) dim Hom(M,N) = 2. In diesem Fall haben wir

B = End(P(z)® M & N) = [’5 g] ,
. kK2 . o o g . . g
wobei I' & 0k und St ein Bimodule mit dimSr = (2, 2) ist. Nun betrachten wir die

Vektorraumkategorie Homr (x Sr,mod I') (siehe [Ri2]). Mit B ist auch Homr(xSr, mod I')
nicht vom wilden Typ. Angenommen Sr ist regulir. Aus [Ri2, Th. 3.3] folgt:
Homrp(Sr,modT') ist vom Typ (jiu, 1). Dies impliziert dim St = (1,1). Ein Widerspruch.
Also ist St kein reguldrer '-Rechtsmodul. Ferner kann Sr nicht direkte Summe von einem
préprojektiven (priinjektiven) und einem reguliren Modul sein. Es ist nur méglich, da8§
Sr eine direkte Summe von einem einfachen projektiven, einem einfachen injektiven und
einem einfachen reguliren I'-Rechtsmodul ist. Aber in diesem Fall ist Homr(Sr,mod I')
vom wilden Typ. Das ist jedoch ein Widerspruch.

Da A nicht vom wilden Typ ist, gilt nach [Ril, 5.1 (5)] und 2.3 dim Hom(M,N) < 2.

2.5 Eine Teilmenge K in S heiit kritische Menge vom Typ C(¢) mit 1 < ¢ < 6, falls die
Vektorraumkategorie K := (add K, |- |) vom Typ C(3) ist.

Lemma.
Sei K = {My,... ,M,} C S2 eine kritische Menge vom Typ C(i). Dann gilt
(a) M; € Py. Insbesondere gilt proj.dim M; < 1.
(b) Es gibt eine ezakte Sequenz.
0 — P(z)' — @), M;) — H — 0,

=1

225




hierbes ist dim H € rad x4 und H ein unzerlegbarer homogener Modul. Ferner ist
(e1y--- ytn) wie in [X1, 3.1]. Wir nennen v := Index(H) den Indez der kritischen Menge
K.

Beweis: Es gibt nur endlich viele Moduln M in 7o\ {homogene Moduln} mit Ends(M) =
k. Aus den unendlich vielen homogenen Objekten in Z/(K) kénnen wir unendlich viele
Objekte H; = (H,HY,vu,) (i = 1,2,...) so auswahlen, da8 $H; nicht in Too \
{homogene Moduln} liegen. Demnach gilt proj.dimXH; < 1 und «g; injektiv (siehe
[X1]). Folglich gilt Index(XH;) =Index(XH;) fir i,j € N. Setze ¥ =Index(ZH;). Da
es nur endlich viele Moduln M € T, mit End(M) = k gibt, die nicht homogen sind,
konnen wir einen Modul H := TH; wihlen, so daB er homogen ist. Somit ist (b) klar,

folglich auch (a).
O

2.6 Folgerung.
é M; ist ein partieller Kippmodul.
=1

2.7 Lemma.
Ist K = {Mi,...,M,} eine kritische Menge vom Typ C(i) mit Indez v, so ist sie die
einzige kritische Menge mit Indez ~.

Beweis: Sei {Ni,...,Nn} eine weitere kritische Menge vom Typ C(j) mit Index 4. Nach
2.5 haben wir zwei exakte Sequenzen:

0— P(z)) — @}, My — H—0

0 — P(z)’ ——b@}"ﬂN;; — H —0

mit Index(H) = vy =Index(H'). Nach [X1, 3.3] gilt ¢ = j, denn wir haben dim H =
dim H'. Nach 2.6 und einer einfachen Uberlegung wissen wir, da8 kéx(Mk @ Ni) ein

partieller Kippmodul ist. Wegen d_ixglé M} = g_@lé'a N, ;" gilt dimM, = dimN,, denn die
=1 =1

Dimensionsvektoren eines partiellen KTppmoduls sind Q-linear unabhéngig. Nun sagt der
Satz [Ril, 5.2(6)], dal M, = N, ist.
O

2.8 Satz.
Ist K = {M,... ,M,} eine kritische Menge in SA mit Indez v # oo, so gibt es genau

einen Modul N in T, Nadd S, so daf P(z) ® N & 'GralM,- ein A-Kippmodul ist. Ferner
=
ist N eine direkte Summe aller in T, N S2 liegenden Moduln.

Beweis: Sei v :=Index(H) = 0. Dann gilt K C P, N SA. Wir erhalten 7, aus den
Ag-Réhren durch Einfiigungen von Stahlen. Sei To(p) eine Rdhre in To. Wir konnen ohne
Einschriinkung annehmen, daf sie von der Gestalt Q(m)[e,, BS] ist (siehe [Ril, 4.6]), denn
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es gilt dim Hom(P(z), X) = 0 fiir jeden Modul X in To(p), dessen Tréger leeren Schnitt mit
dem Kécher von Ay hat.Nun brauchen wir nur wie in [X2] die Réhre Ty(p) zu iiberpriifen,
ob sie uns geeignete Moduln in SA N Ty(p) liefert. Dies ist einfach, aber mithsam. Z.B.
Ay sei vom Typ (2,3,5) und A vom Erweiterungstyp (2,3,6) sowie k; := (dimH). = 2.
In diesem Fall kénnen wir fiinf Moduln in T; erhalten, die alle Moduln in S liegen, einer
davon liegt in einer Rohre vom Rang 3 und die anderen vier Moduln sind in einer Réhre
vom Rang 6. Wenn v € Q*, sind alle Réhren in 7, stabil und vom Typ (n1,n2,n3) oder
(2,2,2,2). Mit Hilfe des Satzes [Ril, 5.1(5)] und Lemma 2.4 kénnen wir analog wie in
[X2] zeigen, daB es genau einen Modul N in 7, N S2 gibt, so daB N & P(z) & élM.- ein

Kippmodul ist.
a
2.9 Satz. n
Sei K = {M,,... ,M,} eine kritische Menge mit Indez v # o0 und M := 'exMi @ P(z).
=
Falls N das Komplement in T,Nadd S2 zu M zum Kippmodul ist, ist (add (.é‘alM.-eN), )]
eine tubulare Vektorraumkategorie. B
Beweis: Sei K vom Typ C(i). Dann ist By := End(P(z)® éle) eine zahme verkleidete
J=
Algebra der folgenden Form (dabei ist By durch seinen Kécher A(By) dargestellt):

i ' 1 2 3 4 5 6
° © e O O ¢—=0 ¢—0 SO o
A(Bo) O ° wéeu—o e‘éo ';Zo 0‘406—0
° '\0—0 \ot-—oq—o =000 \oc—-u——oc-—oq—o

Setze T := @M; ® P(z) & N. Aus [Ril, 5.5(1)] folgt, daB B := End4(T) eine tubu-
lare Erweiterung von By ist und den gleichen Erweiterungstyp wie A hat. Sei Pp(z) =
Hom 4(T, P(z)), dann gilt Hom(Ppg(z), Pg(y)) # 0 fiir jeden projektiven unzerlegbaren
B-Modul. Deswegen lafit B sich aus By durch Hinzufiigung von Zweigen mit Unter-
raumorientierungen erhalten. Um den Satz zu zeigen, geniigt es die Kategorie P aller
projektiven B-Moduln zu betrachten, denn P ist zu add T #quivalent und alle einfach
reguliren By—Moduln sind bekannt.

Wir betrachten den Fall i = 2. Die anderen Fille sind analog. Sei (ni,...,n:) der Er-
weiterungstyp von A.

(1) (n4,... ,n¢) = (2,2,2,2). Dann ist B/Be, B gegeben durch

e
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wobei wir mit Il den unzerlegbaren B-Modul P mit dim Hom(Pp(z), P) = 2 bezeichnen.
(2) (n1,... ,nt) =(2,3,6). Dann hat der Kécher von B eine der folgenden Gestalten:

o o\ o\ .
Ve R K
,—--'--\-oé——o€—-o(——-o o(—-xo 0’--—-0
Yﬂ/ ' SO/ ’ ?/
\‘s\ob—-—ol———-o \‘~- o0
4 e

(3) (n1,... ,n¢) =(2,4,4). Dann hat B eine der folgenden Formen:

0, o _&—— o

Nun folgt leicht mit Hilfe des Satzes [Ril, 5.8(1)] und den obigen Uberlegungen unsere
Behauptung im Fall ¢ = 2.

2.10 Sei K = {M,... ,M,} eine kritische Menge vom Typ C(:) mit Index v € Q*.
Dann haben wir eine exakte Sequenz 0 — P(z)' — éM;" — H — Omit ¢ =
=1

(dimH). Ferner ist H ein homogener Modul mit Index 4. Setze h = dimH und 0,(Y) =
{(h,dimY)/(dimY’), fiir jeden Modul Y mit Y; # 0. Wir definieren

Ly(z)={Y € SA|0,(¥)=-h}, To= @ Y,

YEL,(2)
Cy(z):={Y €S2 |-k, <0,(Y)<0}, M= P VY,
Y€C,(2)
Ry(z):i={Y €S5}|8,(Y)=0}, 1= @ Y.
YER,(2)
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Satz.

(1) P(z) ®To & M ist ein Kippmodul.

(2) Ty ist das einzige Komplement in Py zu M @ P(z) zum Kippmodul.
(8) P(z)® Ty & M ist ein Kippmodul.

(4) Cy(z) = K.

Der Beweis ist analog wie in [X2],deshalb geben wir hier nur eine Skizze des Beweises.
Wir fangen mit folgendem Lemma an:

2.11 Lemma.
SeiY € L.(z). Dann gibt es eine ezakte Sequenz

0— P(z)” —Y — 77'E—0.
Dabei ist E unzerlegbar mit E € T, und E; # 0= (171E); sowie m = dimY;.

Beweis: Sei fi,..., fm eine Basis von Hom(P(z),Y) und setze f = (f1,..., fm)'. Dann
ist f # 0 und C := Koker(f) # 0. Setzen wir K1 = Ker(f) und B := Bild(f), so folgt
aus End (Y) = k und Ezt!(Y,B) = 0 auch Hom(Y, B) = 0, demnach ist C' unzerlegbar.
Ferner gilt (h,dimC) = (h,dimK;) < 0. Also ist proj.dimC < 0. Wenden wir (Y, ) auf
0 — Ky — P(z)™ — B — 0 bzw. (—,K;) auf 0 — B — Y — C — 0 an, so
erhalten wir Ezt!(Y, K;) = 0 bzw. Ezt!(B,K;) = 0. Folglich ist K; = 0 und f injektiv.
Nun ist es trivial, da8 E = 7C alle Bedingungen im Lemma erfiillt.

O

2.12 Aufgrund v # 0,00 kénnen wir wie in [X2] argumentieren, da88 es n(A4) — (n + 1)
unzerlegbare A-Moduln E; in 7, mit den Eigenschaften gibt, da Hom(P(z),E;) # 0 =
Hom(P(z), 7~ E;) gilt. Hierbei ist n(A) die Anzahl der einfachen A-Moduln. Fiir jeden
Modul E; existiert eine exakte Sequenz

*) 0 — P(z)™ — T(E;) — 77 E; — 0

mit T(E;) € Lo(z). Es gilt T(E:) ¢ T(E;), wenn E; # E; ist. Also gilt L(z) = {T(E;) |
i=1,...,n(A4) — (n+1)}. Sei i # j. Aus (*) folgt Ezt'(T(E;), T(E;)) =0, denn T(E;) €
P,,E; € T, und Ezt!(T(E;),r'E;) = D Hom(r 1E;,7T(E;)) = 0 gelten. Somit folgt
(1) des Satzes 2.10.

2.13 Lemma.
Sei Y € S2. Genau dann gilt Y € K, wenn Y € Cy(z).

Beweis: Mit Hilfe des Lemmas 2.5 sieht man, da8 ¥ in C,(z) liegt, wenn Y € K.
Nun sei Y € C,(z). Wir zeigen, da Y & M & P(z) ® Tp ein Kippmodul ist. Aus (*)
und der exakten Sequenz in 2.5 folgt Ezt!(Y,M) = Ezt}(Y,Ty) = 0. Sei f1,..., fm eine
Basis von Hom(P(z),Y) und setze f = (fi,... ,fm)!. Dann kénnen wir beweisen, da8
C := Koker(f) unzerlegbar und in 7, V Q. liegt. Demnach folgt aus der Struktur von
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A-mod sofort Ext}(Tp,Y) = 0 = Ext'(M,Y). Nach Satz 2.10(1) ist Y € Cy(z).
O

2.14 Lemma.
Sei Y € Py unzerlegbar mit Ext!(Y,M & P(z)) = 0 = Ezt!(M,Y). Dann ist entweder
Y = P(z),Y € Ly(z) oder Y € C(x).

Beweis: Aus Lemma 2.5 folgt sofort Y € SA, wenn Y % P(z) ist. Nun sei Y ¢ C,(z).
Aus 2.5 folgt die exakte Sequenz
0— (HY)— (8}, M/,Y) — (P(z)*=,Y) — Ezt'(H,Y) — 0
und (h,dimY)/ dimY; = dim Hom(®M;’,Y)/dimY; —h,. Gemi8 2.13 ist Hom(®M,,Y) =
]

0, und somit ist ¥ € L,(z).
O
2.15 Den Beweis des Satzes 2.10 erhilt man aus 2.12, 2.14 und 2.7.
2.16 Bemerkung.
Fir v = 0,00 gilt auch (4) im Satz 2.10.

Beweis: Nach [X2] ist (4) klar fiir v = 0. Im Fall y = oo folgt (4) unmittelbar aus

folgendem Lemma 2.17.
O

2.17 Lemma.

Sei e das Einselement von Ao. Sei KA~ = {Ny,...,N,} die kritische Menge in Sf=
und RA> die Menge aller reguliren Aoo—Moduln in SA=. Dann ist Koo 1= {Aec @ N; |
i=1,...,n} die kritische Menge in S2 mit Indez co und Roo := {AeooA® N | N € Ré=}

die Menge aller Moduln in T, N SA.
Beweis: Setze
F = Aeco ® — : Aoo—mod — A-mod

G = Homa_ (exd,—) : Ac—mod — A-mod
R =Homg(Aexw,—) = €A ®4 — : A-mod — Ae—mod.

Unterlemma [Sc].

Die folgenden Aussagen sind richtig fir einen unzerlegbaren Modul X € Ao —mod:
(1) Frgl X =2 r1'GX,
(2) Gra X = 1aFX.

Beachte,dafl in unserem Fall Homa_ (€04, X) = X gilt.

Sei H' ein homogener Ao—Modul, dann ist FH' nach (2) im Unterlemma auch homogen
in To. Da F ein voller Einbettungsfunktor ist, iiberlegt man sich nach dem Unterlemma
leicht, da8 K, eine kritische Menge mit Index oo ist.
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Nun sei Y ein unzerlegbarer Modul aus SA N Too. Im Fall Y € Aoo-mod, ist auch FRY €
Axo-mod, denn es gibt einen injektiven Homomorphismus FRY «— Y. Also gilt FRY &
R(FRY) = (RF)RY = RY =Y. Nun Sei Y ¢ Aw—mod. Nach der Konstruktion der
Kategorie A-mod ist RY ein unzerlegbarer regulirer Aoo—Modul und RY = RFRY. Also
gibt es einen Strahl Vg — ... —m V; — ... — V; — ... — V, — ..., s0 daf

% € Aso—mod, V; = FRY, V; =Y und V;, = RY gelten. Wegen (7Y); = 0 gilt i = ;.
Also ist Y zu FRY isomorph und 74 RY = 74FRY 2 74Y. Somit gilt immer Y & FRY.
Dies liefert die zweite Behauptung des Lemmas.

2.18 Bemerkung.

Fir eine kritische Menge K vom Typ C(i) mit Indez v € Q* U {oo} gibt es keinen Modul

N € Q,, so daf MGBKMg ® P(z) ® N ein partieller Kippmodul ist. Im Fall v = 0 ezistiert
i€

kein Modul N € QN add Sf, so daf N & MGBKM; @ P(z) ein partieller Kippmodul ist.
i€

3. Konvexitiat

Wir definieren in diesem Abschnitt eine Ordnung auf S2, die auf folgendem Lemma
beruht.

3.1 Lemma.
Es gibt keinen Kreis (siehe [Ril])

f f fn
(*) Mo—°—>M1—‘>...-—+M,,——>Mo

in SA4 mit Hom 4(P(z), f;) #0 fir alle i.

Beweis: Angenommen es existiert ein solcher Kreis in SA. Dann gilt n > 1. Nach [Ril,
5.2.7(b)] liegen alle Moduln M; in einer Réhre T,,(p). Wir wissen schon, da8 kein orientierter
Kreis im Kocher einer tubularen Algebra existiert, damit folgt ¥ # 0 aus Satz 2.7 und
[Ril, 5.2(5)]. Sei ¥ € Qt. GemaB [X1,2] und des Lemmas 2.4 gibt es keinen Modul
M; in (*) mit dim Hom(P(z),M;) = 2, folglich gilt fofi...fn # 0 in End(M,) = k.
Also ist fy ein zerfallender Monomorphismus. Dies ist jedoch ein Widerspruch. Nun sei
Y = oo. Da jeder Modul M € S mit dim Hom(P(z), M) = 2 stets zu P, gehort, gilt
dim Hom(P(z), M;) =1 fiir alle i. Demnach existiert ein Widerspruch wie vorher.

O

3.2 Definition.

Seien M,N € S£. Wir definieren M < N, wenn es in SA Moduln My = N, M,... \M, =
M und Homomorphismen f; : M; — M4y mit Hom(P(z), fi) #0 firi=0,1,... ,n—1
gibt. Nach 3.1 ist dann S2 eine Halbordnung bzgl. <. Setze

K2 ={MeS2| M liegtin einer kritischen Menge}.
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3.3 Satz.
K2 ist eine volle konveze Teilmenge von SA bzgl. <.

Beweis: Sei Y € SA. Sei Ko = {Mi,...,M,} die kritische Menge mit Index 0 und
Ko = {MN1,...,N,} die kritische Menge mit Index oco. Seien 0 # f : M; — Y und
0 # g :Y — N; Homomorphismen. Wir diskutieren die folgenden drei Fille:

(i) Y € Po. Angenommen (hy,dimY)/dimY; < (ho,dimP(z)) gilt, daraus folgt mit [X2,
5.1}, daB ein injektiver Homomorphism g : P(z) — Y mit Koker(g) in To V Qo existiert.
Somit gilt Hom(®M;,Y) = 0. Dieser Widerspruch zeigt (ho,dimY’)/dimY; < —(ho), und
Y € K, C KA.

(ii) Y € To. Nach 2.8 und 2.9 gehort Y stets zu KA.

(iii) Y € Qo. Nach der Voraussetzung liegt ¥ in P. Angenommen Y ¢ KA. Dann gilt
dimY; = 1. Sei Indez(Y) = v. Also gilt 0 < v < oo. Sei {X},... , Xy, } die kritische Menge
mit maximalem Index 7, < v bzw. {Zy,..., Z,,} die kritische Menge mit minimalem Index
Y2 > 7, seien

(%) 0 — P(@)™ — P Xt — Hy, — 0,
i=1
’ 2

(%) 0— P(2)™ — D2} — Hy, — 0

die durch 2.5 gegebenen Sequenzen. Aus Y ¢ K2 folgt, daB es keine kritische Menge mit
Index v gibt. Sei @Y] ein Komplement zu EB X ® P(z) in T,, zum Kippmodul. Nach

2.9 erhalten wir dann eine neue kritische Menge {My,...,M,} mit Index B. Wir zeigen
B = v2. Zuerst gilt § > 4 und B > 2. Angenommen ﬂ > v,. Fiir die kritische Menge
{M;}i_, gibt es eine exakte Sequenz

0 — P(z)" — @M} — Hg — 0.
Daraus folgt Ext! (®Z;, ®M;) = 0. Wegen {M;} C T,, VP,, erhalten wir Eztl(®&M;, H,,) =
i

0 und Ezt!(®M;, &Z;) = 0, wenn wir Hom(®M;,—) auf (*+x) anwenden. Aufgrund
Y2 # oo existiert ein Modul Z' € T,,, so da P(z) & j§le @ Z' ein Kippmodul ist.
Es gelten Ezt!(Z',Hg) = 0 und Ea:tl(Z',i;élM;) = 0 sowie Ezt!(®M;, Z') = 0. Also ist
P(z)® Eﬁ Z; ® jéle ® Z' ein Kippmodul. Dies impliziert {M;}7., C {Z;}}Z,. Folglich
gilt 'gM él Z; und f = «,. Ein Widerspruch.

Nun sei § = v,. Dann ist ‘%IX.‘EB ?é Z;®P(z) ein Kippmodul. Es gilt Ezt1(Y, Z;) = 0. Weil
= =1

Z; in Py, VT, liegt, gilt auch Ezt}(Z;,Y) = 0. Also ist Y & P(z) & & Z; ein partieller
=1

232




Kippmodul Angenommen v, # oo. Nach 2.10 gibt es nur ein Komplement in P,, zu
63 Z;® P(z). Also gehért Y stets zu {X1,... ,Xr, }. Dies ist ein Widerspruchzu Y ¢ KA.
Desha.lb gllt ¥2 = 00. Somit folgt aus der Voraussetzung Hom(Y,®Z;) = Hom(Y,®N;) #
0. Aber iflz' € P, VT, und ¥ € T, mit v > 7, implizieren Hom(Y, ,§1Zf) = 0. Also

haben wir mit diesem Widerspruch gezeigt, daB Y € K2 ist
m]

4. Fasersummen iiber P(z)

Wir wollen in diesem Schnitt Fasersummen iiber P(z) betrachten. Zuerst erinnern
wir an die Definition des Funktors T : #(S2) — A-mod (siehe [X1]). Der Funktor £
bildet das Objekt V = (Vo, Vo, v ¢ P(z)?Vw — Vo) auf Koker(yv) ab. Ein A-Modul M

heiit eine Fasersumme iiber P(z), wenn M unter dem Funktor T ein Bild eines Objektes
in U(SZ) ist (siehe [D]).

4.1 Lemma.
Seien V,W € U(S2) mit W unzerlegbar und f : V — W. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) (£f): =0,
(2) f zerfillt iber einem Objekt Q = @ X; in U(SA) mit X; € SA fir alle i.
=1

Beweis: (2) = (1) ist trivial, denn (£Q), = 0 gilt. Umgekehrt sei (£f); = 0. Sei
= 'G_TBIM,' und Q = élﬁ.‘. Betrachten wir das folgende Diagramm:

Y 1r
P(z)®V, v Voo—— 0
k N
\ﬂ@a N h
"
P(z) ® Hom (P(z), @ M) ¥3Q —— 0
, /
fo 0 x 1
K/’B ¥
P(z) ®W. > TW —— 0
w

Da 0 = 7;(2f): = (7(2f))z = (fo)=7", gilt, ist efor’ = 0. Also existieren Homomorphis-
men j' und j sowie f,, so dafl das obige Diagramm kommutativ ist. Da W unzerlegbar ist,
gilt Hom(P(z), Ker(yw)) = 0. Aus ijyw = yv fo = fuyw folgt, daB ij — £, iiber Ker(yw)
zerfillt, also ist i — f, = 0 und ij = f,,.

O
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4.2 Folgerung.
U' ist zu Bild(X)/ M, dquivalent (siehe [X1]), wobei M, = {X € A-mod | X = 0}.

4.3 Lemma.
Sei 0 — 7C — B — C — 0 cine Auslander-Reiten— Sequenz mit C ¢ SA. Sind 7C
und C Fasersummen iber P(z), so ist auch B.

Beweis: Seien V = (Vo, Vo, ), W = (Wo, Wa,yv) € U(SA) mit ZV = 1Cund TW = C.
B, = Bild(yy) und B; = Bild(yw). Wir betrachten nun das folgende Diagramm:

0 —— P(z)®Vy, — P2)Q (Voo W,) —— P(z)@W, —— 0

W \ \ Tw \
0 — Bl ————— —-—“‘)Ko—"—"'——'?Bz ——-—-—)0
e / e
0 — Ve —_— Vo ® Wy _ Wo _— 0
(1,0] [o]
1
J"V in 4 Jﬂw
0 —— TAC v B —_— C _— 0

Wegen C ¢ S2 ist mw kein erfallender Epimorphismus, deshalb gibt es einen Homo-
morphismus ¢ : Wy — B mit 7w = op. Definiert man « : Vo @ Wy — B durch
(v,w) — vryi+wo und setzt Ko = Ker(r), so erhilt man ein kommutatives Diagramm.
Analog definiert man ' : P(z) @ (V,, ® W,,) = Kj. Aus obigem Diagramm folgt sofort
Lemma 4.3.

4.4 Lemma.
Sei A eine tubulare Algebra. Sei M € Aoo-mod mit Aeoo A® M 2= M. Ist M eine Faser-

00
summe gber Py_(z), so ist M auch eine Fasersumme uber P(z).

Beweis: Nach dem Unterlemma von 2.17 ist die Behauptung trivial: wenn V' = (Vg, V), yv/)
€ U(SA~) mit Koker(yv:) = M, so gilt £(Aeco P Vo, V), Aew @ 71) = M.

O

4.5 Folgerung.
Sei M unzerlegbarer Modul dber einer tubularen Algebra A mit M, # 0. Ist M € Q, s0
ist M eine Fasersumme dber P(z).

Beweis: Wegen 74(Aexo A® M) = 74, M haben wir des A® M= (ra M) =M.
00 -] D
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4.6 Satz.
Sei A eine tubulare Algebra and M ein unzerlegbarer Modul. Ist M ein Modul in Po, oder
homogener Modul in Too, und gilt M, # 0, so ist M eine Fasersumme uber P(z).

Beweis: Aus 4.5 und [X1, 1.2] folgt der Satz sofort.
O

An dieser Stelle méchte ich C.M. Ringel fiir hilfreiche und geduldige Diskussionen iiber
diese Arbeit und D. Happel fiir sorgféltige Nachpriifung der deutschen Formulierung her-
zlich danken. Ich danke der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir Unterstiitzung und
Frau Kéllner fiir das Schreiben dieser Arbeit.
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