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Es sei k ein Korper, %4 eine Krull-Schmidt k-Kategorie und |-}:
X — k-mod ein additiver Funktor, wobei k-mod die Kategorie aller
endlich dimensionalen k-Vektorrdume ist. Das Paar (%, |-|) heiBt eine
Vektorraumkategorie. Fiir eine endlich dimensionale k-Algebra 4 und
einen unzerlegbaren projektiven 4-Modul P(x) gibt es in kanonischer
Weise eine Vektorraumkategorie &7 := (add SZ, Hom ,(P(x), —)), wobei
S4 eine Menge von Reprisentanten der Isomorphieklassen aller
unzerlegbaren A-Moduln M mit Hom ,(P(x), M)#0=Hom ,(P(x), tM)
ist. Mit t bezeichnen wir die Auslander-Reiten Verschiebung. Im Fall,
dall 4 darstellungsgerichtet ist (sieche [Ril]), haben Ringel und Vossiek
in [RV] die Kategorie %7 diskutiert. Sie ist im wesentlichen die
Vektorraumkategorie zu einer endlichen Halbordnung vom endlichen Typ.
In dieser Arbeit wollen wir die Vektorraumkategorie 7 im allgemeinen
untersuchen und Eigenschaften kritischer Vektorraumkategorien studieren,
die als Unterkategorien von &7 auftreten. Unser Hauptergebnis, Satz 1.7
im Abschnitt 1, zeigt, daB die Kategorien 7 und A-mod eine enge Rela-
tion besitzen. Als speziellen Fall studieren wir die Kategorie &7, wenn A4
zahm verkleidet ist. In diesem Fall ergibt der Satz 4.1 interessante Informa-
tionen iiber eine kritische Vektorraumkategorie in ¥ 7, die es uns erlauben
werden, diese genauer zu untersuchen. SchlieBlich zeigt der Satz 4.4, daB all
Moduln M mit dim Hom ,(P(x), M) # 0 eine Fasersumme iiber P(x) sind
(siche [D] fir Definitionen).

In dieser Arbeit sind alle Moduln endlich dimensionale Linksmoduin.
Fiir nicht erkldrte Begriffe verweisen wir auf [Ril .

1. DIE VEKTORRAUMKATEGORIE & ¥ = (add S¢, Hom ,(P(x), —)).

Sei A eine endlich dimensionale k-Basisalgebra iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper k und x ein Punkt von 4, d.h. x ist ein Punkt des
355
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A zugeordneten Kochers. Mit P(x) sei der unzerlegbare projektive
A-Modul zum Punkt x bezeichnet. Wir wollen in dieser Arbeit die
Eigenschaften der Kategorie % (%) untersuchen.

Wir erinnern an die Definition der Kategorie /2?(,5”;‘) (siehe [Ril]). Sie
hat als Objekte die Tripel V=(V,, V,,7,), wobei V, ein Objekt aus
add S7 und V,, ein Objekt aus k-mod, sowie ;, ein A-Homomorphismus
von P(x)®, V,, — V, ist. Die Morphismen von ¥ nach W sind dic Paare
f=(f. f.,) mit fo: Vo— W, ein A-Homomorphismus und f,,: V., — W,
eine k-lineare Abbildung, welche die Bedingung 7, fo=(1®, f.)7u
erfiillen. Fiir jedes Objekt V= (V,, V,,,7,) setzen wir 2V = Kokern(;,)
und fiir jeden Morphismus f = (fq, f,,): V' — W definieren wir Xf als den
Homomorphismus von 2V nach YW, der durch das folgende kommutative
Diagramm eindeutig bestimmt ist:

oy

P(x)®, V., Ve v 0
Jl@m lro 1:;
o I
PX)® W, —2 s Wy—m I W 0

Offenbar ist 2': #(%*) — A-mod ein Funktor.

1.1. LEMMA. (a) Der Funktor X ist voll und rechtsexakt.
(by Sei 0> V—->W—->U-—0 eine exakte Sequenz in 72?(,Vf_') und
zusdtzlich .. injektiv, dann ist 0> XV > IXW XU -0 eine exakie
Sequenz in A-mod.

Beweis. [D] und einige einfache Uberlegungen. [

1.2. PROPOSITION. Sei X ein unzerlegharer A-Modul mit Hom ,(P(x), X)
#0, proj. dim. X <1 und zusdizlich End ,(P(x)) = k. Falls X % P(x) ist, gibt
es ein unzerlegbares Objekt Ve W (S ) mit 7, injektiv und proj. dim. V< 1,
so daff XV =X gilt.

Beweis. Falls Ext! (X, P(x))=0 gilt, ist XeS¢, denn es gilt
Hom ,(P(x), tX)= D Ext' (X, P(x)). Setze V' =(X, 0,0}, so ist 2V =X.

Nun sei Ext!(X, P(x))#0 und dim Ext'(X, P(x)) =m. Es existiert eine
exakte Sequenz

0—s P(x)"—>E— X——0

‘mit  §: Hom ,(P(x)™, P(x))— Ext! (X, P(x)) ein surjektiver k-Homo-
morphismus. Wir werden zeigen, daf} E in add S liegt.

Man -iiberlegt sich leicht, daB Hom (P(x), Y)#0 fiir jeden
unzerlegbaren direkten Summanden Y von E gilt, denn X ist unzerlegbar.
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Nun wenden wir Hom ,(—, P(x)) auf die exakte Sequenz an. Dies liefert
die exakte Sequenz

0 — Hom(X, P(x)) — Hom(E, P(x))
—— Hom(P(x)", P(x)) —— Ext!(X, P(x))— 0

Nach Konstruktion ist § surjektiv. Dies impliziert Ext!(E, P(x))=0.
Wegen proj. dim. X < 1 ist auch proj. dim. £ < 1. Also gilt
Hom(P(x), tE)=0. Da End ,(P(x)) =k gilt, konnen wir annehmen, dall E
keinen direkten Summand besitzt, der zu P(x) isomorph ist. Daher gilt
Eeadd S%. Nun setze V'=(E, k™ y), so hat V die Eigenschaften in der
Proposition. |

1.3. BEZEICHNUNGEN. Es gibt zwei verschiedene volle Einbettungen von
add S7 in %(#%): Sei Xe S%. Senden wir X nach (X, 0, 0) in %(%?%), dann
erhalten wir auf diese Weise eine volle Einbettung. Im folgenden
identifizieren wir X mit (X, 0,0). Sei ¢y: P(x) ®, Hom ,(P(x), X) - X die
Auswertungsabbildung. Die Zuordnung X — X = (X, Hom ,(P(x), X), ex)
ist eine weitere volle Einbettung von S4 in %(#*). Nun setzen wir

U = {Vel(¥") | Vunzerlegbar, V 2 M fiir alle Moduln Me S }.

Es gilt

1.4. LEMMA. Sei (0,k,0)% V unzerlegbar in WU(F"). Genau dann ist
Vedl', wenn (XV) . #0 ist.

Beweis. Ist V~AM fiir einen Modul M in S%, so ist (ZV),=0.
Umgekehrt sei (ZV),=0 so ist die zu y, adjungierte Abbildung §,:
V., — Hom ,(P(x), V,) surjektiv. Da V unzerlegbar ist, ist 7, auch injektiv,
also ist 7, bijektiv. Dies bedeutet dim V,=dim Hom(P(x), V,) und
folglich gibt es zu jedem Homomorphismsus f,: V', — V, einen k-Homo-
morphismus f,: V,— V,, so daB y, f,=(1® f,,) f, gilt. Demnach ist f;
entweder nilpotent oder invertierbar, denn End(V) ist ein lokaler Ring und
f=(fs, f.,) gehort zu End(V). Also ist ¥, ein unzerlegbarer A-modul in
S, Identifizieren wir ¥V, mit Hom(P(x), V), so gilt V= V,. |

1.5. LEMMa. 2: %' — A-mod erhdlt Isomorphieklassen.

Beweis. Seien V, We %’ mit 2V =XW. Dann gibt es einen Homo-
morphismus f: XV — 2 W und einen Homomorphismus g: 2W — 2V, so
daB fg =1, gilt. Da XV voll ist, gibt es Morphismen f": (f,, f,,): V> W
und g':(gg, g,): V=W mit Xf'=f, £g'=g und Z(f'g’')=1. Somit ist
f'g’ ein Endomorphismsus von ¥ und nicht nilpotent. Aber End(V') ist
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ein lokaler Ring, also muB f'g’ invertierbar sein und V ist demnach ein
direkter Summand von W. Also gilt V'~ W, denn W ist unzerlegbar. |

1.6. FOLGERUNG. X ist eine Darstellungsiquivalenz von U’ auf sein Bild.
Setze
Uy :={ Ve |proj.dim. Vo< 1, v, ist injektiv}
U = {Vea |proj,dim. XV >2}
oty = {X € A-mod | X unzerleghar, X % P(x), proj. dim. X < | und X,.#0}.

1.7. Satz.  Sei P(x) gerichtet. Dann gilt
(1) ' ist die disjunkte Vereinigung von U, und ,.
(2) Der Funktor Z: Uy — oy ist eine Aquivalen:.

Beweis. (a) Sei Ve, dann ist proj. dim. XV < 1. Dies folgt leicht aus
der exakten Sequenz 00— P(x)®, V,— V,— 2V —0, denn proj. dim.
Vo<1 ist vorausgesetzt.

(@) UnU =

(b) Sei Xe.. Dann gibt es mittels 1.2 ein Objekt Ve #, mit
V=X

(c) X' =%y, Sei Ve« \ %, dann gilt nach Lemma 1.4 auch
Hom(P(x), 2V)+#0 und proj. dim. V< 1. Da X voll und ¥ unzerlegbar

ist, gehdrt XX stets zu .. Nach (b) existiert ein Objekt We %, mit
ZW=2V. Aus der Folgerung 1.6 erhalten wir dann V ~ We,.

(d) 21, ist treu, denn sei f = (f,, f,,): V> W mit 2 f =0. Betrachte
das folgende Diagramm:

0—— PRV, V, v 0

k |
1®,/.ﬁl /(')l Zfl

0—— PX)® W, — s Wy—— SW — 0.
k

Da 2f =0 ist, existiert ein Homomorphismus f}: V', — P(x)®, W, mit
Sovw=to )

Aber weil P(x) gerichtet ist, gilt Hom(V,, P(x))=0. Folglich ist f(,=0
und auch f, =0. Daraus folgt f =0. |
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1.8. Bemerkung. Sei P(x) gerichtet, Ve #(%%) und We%,.

(1) Sei V unzerlegbar. Falls V=0 ist, dann ist entweder V=
(0, k, 0) oder V= M fiir einen Modul Me S*.

(2) IstO0#f:V—>W,sogilt 2f #0.
(3) Ist ¥V unzerlegbar mit ZV=XW, so ist V= W.

2. EINE EIGENSCHAFT DER MODULN IN S

Im folgenden Lemma setzen wir voraus, dal3 die Algebra A nicht vom
darstellungswilden Typ ist. Fir die Definition einer wilden Algebra
verweisen wir auf [Ri2].

2.1. LeMMA. (1) Sei M e S? mit End,M) = k. Dann gilt
dim, Hom ,(P(x), M) < 2.

(2) Seien X, Ye S? mir End ,(X)=~k=End(Y). Ist Hom(P(x), X)
=2, so gilt Hom(X, Y)#0 oder Hom(Y, X)#0.

Beweis. Wie in [Ri2] konnen wir mit 1.1 und 1.6 eine analog Argumen-
tation durchfiihren.

3. KRITISCHE MENGEN IN S¢

3.1. DeFINITION [Ril].  Sei (&, |-]) eine kritische Vektorraumkategorie
vom Typ %(i). Der minimale positive Radikalvektor #* = (1, .., 1,, i) der
quadratischen Form j, ist in der folgenden Tabelle notiert, wobei r die
Anzahl der Isomorphieklassen unzerlegbarer Objekte in 2 bedeutet. Es
gilt 377_, ;= 2i fir 2<i<é.

7

€@ €(1) €2) %) %(4) %(5) %(6)

1

| 11 1 21 3
ROLAL 2 31 4 s 126 22

X 11 (N 1111 11111
r 1 4 6 7 8 8
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3.2. DEFINITION.  Sei K eine Teilmenge von S7, so daB die Vektor-
raumkategorie ¥ := (add K, Hom(P(x), —)) eine Vektorraumkategorie
vom Typ %(i) ist, dann heiBit diese Menge K eine kritische Menge in §7
vom Typ %(i).

Sei K eine kritische Menge vom Typ (i) in S7. Wir konnen in
der Kategorie #(%') ein unzerlegbares Objekt H so wihlen, daB
End ,.(H)=k, Ext', (H, H)=k, und 1, H=H gelter, das heiBt H ist ein
homogenes Objekt in #(A) mit dim , H= (1, .., 1,, i) und somit von der
Form (H,, k', 74) mit dim Hom(P(x), Hy) = 2.

Von jetzt an setzen wir zusitzlich voraus, dal End (P(x)) =k gilt.

3.3. PROPOSITION. Sei H wie oben gewdhit. Dann gilt:

(1) End ((ZH)=k und YH ist kein gerichteter A-Modul.

(2) Ist proj.dim. H <1 und ;, semipositiv, so gilt dim 2H € rad .
wobei y , die zu A gehérige quadratische Form wie in [Ril] ist.

(3) i=(dim XH)..

(4) dim Hom ,(H,, Hy)=i".

Beweis. (1) Aus dim Hom(P(x), Hy)=2/ und End(P(x))=k folgt
XV #0. Ferner gilt End ,(ZV)=k, denn X ist voll und End(H)=k. Sei
0—s H—'5 FE—%5 H—— (0 ecine Auslander-Reiten Sequenz, dann ist
nach 1.1

() ZHH>XE—->2XH-0

eine exakte Sequenz. Aber XH und XE sind unzerlegbar, nicht isomorph
und Xg ist surjektiv. Also ist Zg#0 und kein Isomorphismus. Dies
impliziert X'f %0 und wir haben einen Kreis.

(2) Falls proj. dim. TH < 1 ist, ist 7 nach 1.2 injektiv. Also ist nach
1.1(b) () eine kurze exakte Sequenz und Ext' (XH, 2H)+#0. Da y, semi-
positiv ist, gilt y ,(dim XH) =0, also ist (2) bewiesen.

(3) Folgt aus dim Hom(P(x), Hy) = dim Hom(P(x), V) +
dim Hom(P(x), P(x))=(dim 2 H) —1i.

(4) Aus [Ril, 2(3) und (3")] folgt:

0= (dim, H.dim, H)=dim Hom , (H, H)— dim Ext', (H. H)
=dim Hom(H,, H,) + i — i dim Hom(P(x), H,)
= dim Hom(H,, Hy)—i’.

Also gilt dim Hom(H,, Hy)=i> |
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4, ZAHME VERKLEIDETE ALGEBREN

Nun betrachten wir den speziellen Fall, daBB 4 zahm verkleidet ist, d.h.
A ist ein Endomorphismenring eines praprojektiven Kippmoduls {iber einer
zahmen zusammenhingenden erblichen Algebra. In diesem Fall bezeichnen
wir mit 4" den minimalen positiven Radikalvektor der zu A gehdrigen
quadratischen Form y .

4.1. SaTzZ. Sei K={M,, .., M,} eine kritische Menge vom Typ (i) in
S4. Dann gilt
(1) i=h?
(2) Es gibt eine exakte Sequen:z
0— P(x)" > @ My— Hy—0
j=1
mit Hy unzerlegbar und dim H,= h*. Dabei ist (1, ..., 1,) wie in 3.1 definiert.

Beweis. Dieser Satz folgt aus 1.2 und 3.3 trivialerweise. ||

4.2. FOLGERUNG. Sei M, e K ein gerichteter A-Modul, dann gilt
(dim , M,, "> = (dim M, h* >,
Beweis. Nach 4.1 gibt es eine exakte Sequenz
0—>P(x)h\4 - Gr—) M)—>Hy—0

j=1

mit dim H,=#" und H, unzerlegbar. Also gilt

(dim , M,, > :=dim Hom ,. (M, H)

=dim Hom <M,., ) M};/> =dim Hom (M, H,)

j=1

= (dim M, dim H,) = {dim M, h*). 1

4.3. FOLGERUNG. Seien alle Moduln in K praprojektiv, dann ist
@', M, ein partieller Kippmodul.

Beweis. Da jeder Modul M, gerichtet ist, gilt Ext!,(M;, H,) =0 fiir alle
i. Wende Hom(M,, —) auf die exakte Sequenz
05 P(x)" > @ MV—>Hy,—0

=1
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in 4.1 an, so liefert dies die obige Behauptung, denn Ext! (M,, P(x)) =0 gilt
immer. J

4.4. SATZ. Sei A eine zahme verkleidete Algebra. Ist M ein unzerlegbarer
A-Modul mit M % P(x) und M ,#0, so gibt es ein Objekt Ve (%), so
daf} 2V =M gilt.

Beweis. Sei M ein unzerlegbarer A-Modul mit M _#0. Aufgrund
des Lemma 1.2 konnen wir annehmen, daB proj. dim. M =2 gilt. Nach
[D, 3.1] existiert fiir jede Zahl /e N, eine exakte Sequenz

P(x)"—15 U,® U, —5 M— 0.

Mit Uyeadd S¢, und die Einschrinkungen von g auf die unzerlegbaren
Summanden U’ von U, liegen in rad’(U’, M). Da A zahm verkleidet ist,
kénnen wir auch annehmen, daB proj. dim. U, <1 gilt. Es wird beachtet,
dal Hom(P(x), U')#0 gilt. Es gibt mittels 1.7 ein Objekt V=
(Vo, Vs 7)€y mit XV =U,. Mit n,, bezeichnen wir den kanonischen

Homomorphismus von ¥, nach Z'V. Nun betrachten wir das Diagramm

T
PUC)@VG}\
B kﬂx)@ V, =— P(x)®V,—— 0
l \ l" J(O»;‘z')
P(xy?_ 0—— Kemn(ag) —— Uy®V, 2> M— 0
L
0 0—— Bild(f) —2» U,OU, —4> M—0,

o

0 0

wobei f' = f] f, die kanonische Zerlegung von f und B das Pullback von
~ f1 und B ist. Es ist trivial, daB f und ' surjektiv sind. Wegen der
Projektivitdt von P(x) gilt B>~ P(x)” mit m'=m+dim V. Setzen wir
V=(Us®Vy, k7, 7v), so ist TV =M. |

Die weitere Diskussion iiber die kritische Menge zu einem Punkt einer
zahmen verkleideten Algebra wird in einer anderen Arbeit durchgefiihrt.
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Diese Arbeit ist ein Teil meiner Dissertation unter Betreuung von
C. M. Ringel, dem ich hier besonders danken mochte. Herzlich danke ich
P. Draxler fiir seine Hilfe bei der deutschen Formulierung dieser Arbeit.

LITERATUR

[D] P. DRAXLER, #-Fasersummen in darstellungsendlichen Algebren, J. Algebra 113
(1988), 430-437.

[Ril] C. M. RINGEL, “Tame Algebras and Integral Quadratic Forms,” Lecture Notes in
Mathematics, Vol. 1099, Springer-Verlag, Berlin/New York, 1984,

[Ri2] C. M. RINGEL, Tame algebras, in “Lecture Notes in Mathematics,” Vol. 831,
pp. 137-287, Springer-Verlag, Berlin/New York, 1979.

[RV] C. M. RINGEL AND D. Vossieck, Hammocks, Proc. London Math. Soc. (3) 54 (1987),
216-246.

Printed by Catherine Press. Lid., Tempelhof 41, B-8000 Brugge, Belgium




