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提 要

本文讨论 甄
,

护
, ,

提出每个诣零 皿泣 环是否都是 子根环的问题
,

给予肯定的回答

域成吕
,

山 在六十年代初提出了 万丑刀 环
,

即

定义 如果环 结合环 关于主右理想有极小条件
,

则叫做一个 血万奋环
并且对这类环作了研究

,
。

年
,

他在汇习中提出了一个未解决的间题 护 城过罗 ‘
每个诣零 万万丑 环都是 艺一根环吗

这里 表示由所有素数阶的零环类所确定的下根 本文给予肯定的回答

引理 设 是一个根性质
,

是环 的一个理想
,

则 是 的一个理想
,

其

中 刀口 表示环厂的 , 根
‘

引理 设 是一个根性质
, 石卜半单环的理想也是 丑 半单环

引理 环性质 是一个根性质的充要条件是
一环 的同态象也是 一环

为 如果环 的每个非零同态象都含一个非零的凡理想
,

则 是 环

这些结果皆在 的 愁 中
、

命题 环性质 是一个根性质的充要条件是

力 丑一环的同态象还是 一环
、

‘

如果环 的每个非零同态象都含一个非零的 丑一次理想
,

则 是 刀一环

证 是环 的一个次理想是指存在
,

⋯
, 。 ,

设 《 ⋯ 凡
,

其

中
‘
是 马 的理想

充分性 根据引理
,

只要证明 成立 设环 的每个非零同态象都含有一个非零

的 理想
,

当然也有每个非零同态象都含有一 个 非零 的 一次理 想
,

由 知
,

是

五一环
,

所以 成立
,

从而 是一个根性质

必要性 设 是一个根性质
,

要证 成立 设 是 的一个非零同态象
,

且含有

“个非零的几次理想 由次理想的定义
,

存在
,
⋯

, 。

使 , ⋯《凡《
,

其中 及 是 及 的理想
,

于是由引理
,

是 的理想且 丑 凡 铸 不然
,

若 斌凡
,

则
。

为 一半单的
,

从而 凡
一 为 半单的 根据引理 这样便 推知 是

半单的
,

这与 五 二 笋 的假设矛盾 因此由引理
,

是 一环
,

即的 成立

命题 每个有限幂零环都是 子根环
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证 因有限幂零环的任何非零同态象都是有限幂零环
,

有限非零幂零环一定含有一

个非零的理想它是零环
,

故由引理
,

只需证明有限零环都是 一根环即可

设 是一个有限零环且 子
,

易见其加法结构是一个有限 群
,

因此
,

它是一

些有限循环介群的直和 但加法结构为有限循环少群的零环一定是
一根环

,

因为每个

非零同态象都包含一个非零理想它同构于介阶零环 又因为有限个根环的直和仍 是根
环

,

故 是 根环
『

证毕

命题 设 是诣零的 万 环
,

则 的每个非零同态象都包含一个非零的幂零

理想

证 设 是 的一个非零同态象
,

则 又 是诣零的 设 又 不含非零的幂零理

想 即 是半素环
,

令 砰 树 】
二带

, 。〔
,

其中 对表示由二 生成的 的主右理

想
,

显然 笋争
,

由鱿 环的定义
,

中必有极小元
,

设为 因 带
,

故 笋
,

从
而由 的半素性

,

必有 而户笋。
,

因而存在 笋瓦任可丽 使 瓦丈五了笋。
,

因 云, 〔丈丽
,

可

设 一 。,

其中 。〔
,

任 这样便有 龟。带 反之
,

若 电 任
,

则云式 一兔

。 , 。 因此
,

曦
,

但 任
,

根据 的极小性的 。 如
,

于是存在
。〔 使 阳一 显然 。带

, 。 护一的

下面看 云在面中的右零化子 仄动一饭 乡 面
,

西一份 若 。动沪。
,

取 石笋云 〔

乐司
,

则有 任
,

〔 使
, 一 , 而 一丽一

,

由 。
诺 知 ‘带

,

再由 的极小

性知邻 一如 于是 一 。加 一 。邻 一伽
,

从而面 一硬石蕊了一俪 一
,

这是一个矛盾

故 顶 动一石 于是沪几一 即 砂一石是 又 的一个非零幂等元
,

这与 万 的诣零性相矛

盾 故 必含有非零的幂零理想 证毕

定理 每个诣零 万 环 都是 根环

证 设 是诣零的 皿 刀 环
,

根据命题 , 我们只需证明 的每个非零同态象都包

含一个非零冬次理想即可
设 夏 是 的一个非零同态象

,

由命题
,

又 必含有非零的幂零理想
,

从而 又 必含

有非零的零理想
一 ,

令 到 又 上的同态映射为 甲
,

取 。笋 了
,

于 是 存在 〔
,

笋
,

使 尹 一

考虑 卫 卫 ⋯二价“ 卫 ⋯

这是 的一个主右理想的降链
,

由 是 凡环必有 。〔万
,

使份仍 招耐 二 、

因 “ 归“十立 份“
十

州 〔
, , 〔月

,

故存在有整数 彻 和 场 〔 使

、一 “ , 十工 物 令 乙一 , 一肠 仍
,

一 耐 场
,

则有 乙笋
,

耘 。昨 又因为 是

诣 零 的
,

故有 〔 使 产
,

于是

不、一护一 乙 一护一 比 , 一护一 。 玩 , 乙卜 , , 一
·

一玩
无一立一 犷“一

从而 护 石 这样由 在 了中生成的理想 一 。 。任 便是一个有限 的 非零幂

零环
,

再由命题 知 , 是 一根环
,

于是
,

包含有一个非零的 次理想 定理得证
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