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【摘 要 】

本次对 润衬往衍了探讨
, 赶
褥到物结课是

着丸 尧 血
一

环
,

则 ‘台 , 如基 还是几半单的
,

网 是城上全阵环的直 和
,

特

别
,

是单环时
,

丝 。 ,

是 冲钓佬级犷城
一

轰 荞人通有啥一幕 等元 , 钧 凡哪
,

则 流 ‘ 林 的充买条件是 叫 ‘ 。、

其中了 冷示杯盛 的

幻五狼
,

是一个域
忿 呀 沁笼侧疮识

诗
环

, 且 的象法甲解是由宾书等元生减钓
,

并红 不含充依乡个佰两正文伪带娜羌
,

则 滩燕撇限饰杯尔
、

一今
一

给合
·

环如果对主右理想有极小条件则叫做
一

坏 如果每个子环本身 也 是
一

环
,

早归月做
一

环 对后一类环的研究
,

文口 〕把它作为一个 公 开 问题 而 提 出

〔孙 幻 。 批 比 沁 本文对这类环作一点初步探讨
‘

本义所用符号及术语均与山 」相同

命厄 设且是亡 肤
一

环
,

财每个非诣零的子环必有幕等元

证 设 撼才的非诣零的予环
,

则 是
一

环 取 。任 使产斗 。
,

任 是汪意的 启

是 的非幕零元 中取 一极小者 因 二 得
,

这样可

得 。毛 使 二 , 。 ,

试产一心 乃 我介姗定 产二 。 是
‘

幕 零元
,

不 然 则 有 户一心。崖 《。 、,

由 ‘。 钓极小 性
‘

得 ‘产一 “ ‘ 子 是 ‘ , 一 。 。 亡
, 一 乏

,

矛盾于 。 是非幂零元 因此 产一 。 是幂零元 由口 引理知 。 是幂零的或 犷 是

幂等元
,

其中 是整系数多项式
,

若 。 是
贻

幕零元
,

则
,

这是不可能的
,

故 。 不 是 幂

零元
,

这样就证明了命题
,

命翻之 如果 从村 一环越是单环 即 沙今 。且役有非平凡理 想
,

则 存 在 素数 , 狡
乡 ‘《州 口 奋‘

,

证 因为此时 ,
,

表示 耽油钩魏 根
,

由命题 知 通含有幂等元
一

。 ,

凌口果对任意
, 〔

,

今 。
,

则 甲 ‘ 是环
。

到整数杯 土的同构映射
,

这样子环 “ 术时狼〔 就

不是
一

环
,

矛盾于假设
,

故有 使 徐‘ 二 在 通的加楼群 且 ,

中
,

不妨设 此 跳毅 是 的

阶嗽 如 操 , , 时
, ‘ ,

忿 油
,

则 丈城 。 〔 是通 的非零 理 想
,

数 恤 ‘
。 二

,

这与 无绝对零因子矛盾
,

从而 二 是个素数
,

又 二
,

徽乡通二通 钾 讨

七
。

本文 年 月 日收到



二、 、二一卿吏衅些塾生二

一

半单
一

环 的加法群 是周期的

年

推论

证 由〔 〕 知 习 ①人 人是单环
,

由命题
,

存在 巧使 巧人一 取 。任
,

设

。二 。 , ⋯ ” ,

其中 口言攀冬痴泌孙骊 故娇
”一、

雌 渔

整
一

是陶翔树
定理 设 是

一

环
,

则 是周期群

证 因为 是
一

环
,

由〔幻知 兀妊 未是用期群
,

由 上 推 论 是周期

的
,

根据群论知识得 是周期群

由此易知有理数域 不是
一

环
,

另外
,

即使特征为 的域也不必为
一

环
,

如 ,
, ‘ 是未定元

,

这样在什么情况下
,

一全域才会为
一

环呢 ,

定理 域 是
一

环的充要条件是 为 上的代数扩域

证 设域 为
一

环
,

则 一 。
,

因为 必是 触
一

环
,

故
,

存 在 整系敖 多 项 式

万 ,

使 习 。
,

‘

即 是所含最小子域 吞上的代数扩域 气 二

、

嫩来“设 是今上的代数撇 是 的几个子环一对任意 斑“
,

早有根环
,

从

而‘“ 》本身是一个域
· 卜

设伊 》的单位元为 。卜 “ 在切 , 中的逆记为
,

这时 矛”卯
一 称 〔 “ “ ’

。 一 ’ , 。 ·

卜
。 ,

故 ,
一 ‘ ,

这样 是一个子域
,

当然 本身也是 获一

环一

⋯林滋矛落⋯
定理 设 是单

一

环一则以必有单位元卜从而拱掌凡
,

证 假定 没有单位充 由命题 , 存在 使乡 不妨设

是 几上代数扩域二

是最小的系数
,

这时将通

嵌入到 , 电
「

一
‘

刃之

一 一
’ 、

【

, 一伽声 “ 任我帐纷
,

一
·

,

白
,

心 动 励十
, , , ‘

一
·

于是 , 是有单位元的环
,

可以看出 , 是
“

半单的
一

环到根据。 〕
,

, 只能提有限 个

有单位元的单
一

环的直和
,

又 是 , 的理想
,

故 也必是有限个有单位元的 单环对 直

和
,

这样 有单位元
,

与假设矛盾‘ 从而 必有单位元
冷 ‘ ’

犷 止

一

推论
·

滋

半单 环是域上全阵环的直和
,

推论 无零因子
‘

环必为特征为 乡的域 一
·

定义沁 设 是 一个环类
, 、 , ,

是根性二 称
·

与 凡 在亥上强一致
,

如果对任意 任 ,,

‘

凡 滩 刀式汤
卜

’

设 是由素数阶零乘环类所确定的下根性
,

我们知道在
一

环类上
一

根 与
一

根不是

强一致的
,

但在
一

环类上有

寒理 在
一

环类上
, 一

根与
一

根强一致
,

,
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证 因
,

故 成 如果 是
一

环
,

则由命题 知 是诣零的

诣零
一

环 也是
一

根环
,

故 兀月 立 盛
,

于是得 ,

定理 设 是
一

环
,

·

则 双 一 异双滩 其 中 表示环 城 的 ”

根
,

表示环 姓的
一

根 参见〔 〕
,

号 一
‘

证 由推论 立即得 欢 二‘ 但 我们知 道
,

坟 玫 因 大 是 诣 零

的 故得此定理

注 即使是
一

环
,

不能改进为 ‘玫 如下例
, ,

乙 乙 乙 乙 乡

则 二
,

二 。 》今 二

下面讨论仅有一个幂等元的
一

环

命题 设 是育哗户幕等元片的 见 环
、 、

皿 滩夕是所有纂零元的集合
·

证 设幂零元的集合为
,

取 。 〔
,

设 诺双 这时由 的幂零性知
,

存在最小整数
、

。 使 〔
, 。”一 ’健 , 这时 户

一‘ 生成的右理想不是诣零的
,

由命题 知
, 、产一‘ 含有

幂等元 刃 ,

这时 。 户
一

砂
一 ‘ ,

〔 从而

。一 , 二 ” 〔

另外
,

是一些全阵环的直和
,

根据幂等元的提升 比 」
,

命题
,

容易知

道 通 〔性 是一个域 万是单位元
,

故由 友万 万得 万 万
,

’

即 。任双
,

矛盾于 “ 的取法
,

这就
‘

说明 兮
‘

双 一
’

定理 设
「

是有唯一幂等元 。 的
一

环
,

则 二 ④ 的充要条件为 。

其中 同构于一个域

证 必要性显然 现证充分性 设 扩 。,

于是我们有

二酬十 一 。

我们证明 是一个域
,

一 一 。 事实公 设 杀 且 。二

户一。
,

因为 妇 是

一个域 故了无万无 交
“ 百

,

即 护 任 , 由命题
,

任 故 二 因 也是有唯 一

幂等元的
一

环
,

由命 题 , 及 推 论 得 同 构 于 一 个 域
·

此 外
,

若
劣 任 一“ 则 了无二万

,

从而 ‘ 任 又若 任
,

一 二 , 一习、 任〔一
,

故

目 二 因为对任意的 二 。
,

一 “一 。一二
,

’

由幂等元的唯一性得 。一 。,

这样 就是 的理想 证完
最启我们指出有

·

相 当多 ,, 的幂等元的
一

环的一个事实

定理 设
一

坏 的乘法半群是由其幂等元集斗成的 如果 以不含无限多个 两两

正交的幂等元
,

则 是有限布尔环

证 由定理 的推论 知 习 ① 。 ,

其中 。 是域上全阵环
,

因为 的
一

乘法半群是

由其幕等元生成的且 是诣零的
,

故
。 的乘法半群也是由其幂等元生成的 根据〔 〕的

定理
, 。 是布尔环

,

这样
。 只能同构于 以 为模的剩余类环 又 不含无限多个

两两正交的幂等元集
,

并注意到 中的幂等元可提升到 中 参见 〔 〕 命题

于是可得 一戈① 。 这样类似 〕中定理 的证明可得定理
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