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1. EINLEITING UND ERGEBNISSE

Vektorraumkategorien wurden von Nazarova und Roiter in [NR]
eingefiihrt und in vielen Arbeiten intensiv studiert. Sie sind eine fruchtbare
Methode in der Darstellungstheorie.

In dieser Arbeit untersuchen wir den Zusammenhang zwischen zahmen
verkleideten Algebren und Vektorraumkategorien und geben eine
kanonische Zerlegung der Vektorraumkategoriec zu ecinem Punkt einer
zahmen verkleideten Algebra an.

Es sei 4 eine zahme verkleidete Algebra iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper &, d.h. 4 ist der Endomorphismenring eines priprojek-
tiven Kippmoduls iiber einer zusammenhiingenden zahmen erblichen
k-Algebra. Die zahmen verkleideten Algebren sind durch die Bongartz—
Happel-Vossieck-Liste (siche [HV]) wohlbekannt. Wir setzen voraus, daB
A4 eine Basisalgebra ist. Die Algebra 4 kann durch einen Kécher mit
Relationen beschrieben werden (siche [Ri]). Die Punkte des Kochers
werden einfach die Punkte von 4 genannt. Sei x ein Punkt von 4. Mit P(x)
bezeichnen wir den unzerlegbaren projektiven 4-Modul zum Punkt x. Sei
A-ind eine volle Unterkategorie der Kategorie 4-mod aller endlich dimensio-
nalen A-Linksmoduln, die genau einen Modul aus jeder Isomorphicklasse
unzerlegbarer A4-Moduln enthilt. Ferner sei t die Auslander—Reiten-
Verschiebung. Setze

S{={MeA-ind| M % P(x), Hom ,(P(x), M)#0und Hom ,(P(x), ™™)=0}.

Auf der endlichen Menge S¢ definieren wir eine Relation < wie folgt:
X< Y<>es gibt fe Hom(Y, X) mit Hom(P(x), f)#£0.
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Wie in [Ri] definiert man eine Bilinearform <(-,-> auf der
Grothendieckgruppe  Ko(4) vermoge <dimX,dimY)=3, ,(—1)
dim, Ext’,(X, Y). Die zugehorige quadratische Form wird mit y,
bezeichnet. Sie ist positiv semidefinit, und es gibt einen minimalen positiven
Radikalvektor h* von y,. Es gilt 1<h?<6 fiir jede Komponente 4
von h”.

GemdB [Ri] werden die Vektorraumkategorien

(1) %) () %(4) %(5) %(6)
| : o—o0 o——o0—o0 OZ; o—o0

kritische Mengen vom Typ (i), 1 <i< 6 genannt. Bei den Halbordnungen
stehen links die groBen, rechts die kleinen Elemente. Beachte, daB das
einzige unzerlegbare Objekt in ¥(1) zweidimensional ist. Wir setzen 8'X :=
{h?, dim X )/dim Hom(P(x), X) und
Li={XeS*o'X=—h?}
Cl={YeS!I—-h!<0d'Y<0}
Ri={ZeS!0'Z=0}.
Unsere Hauptergebnisse sind die folgenden Satze:

Satz 1. (1) Der Modul @ y.ct Y® @ 2. gt £@® P(x) ist ein Kippmodul.

(2) Der Modul @y X®D yecr YO P(x) ist ein Kippmodul,
und die Summe @ ,_ i X st das einzige prdprojektive Komplement zu
@ Yec! Y@ P(x).

(3) C% ist eine kritische Menge bzgl. < vom Typ €(h?).

Satz II. (1) Es gibt genau eine gerichtete kritische Vektorraumkategorie
in add S%. Sie ist (add C#, Hom(P(x), -)) und vom Typ €(h?).

(2) (add(C#UL?), Hom(P(x),—)) ist eine domestizierte tubulare
Koerweiterung der Vektorraumkategorie (add C7, Hom(P(x), -)).

(3) (add(C# U R?Y), Hom(P(x),-)) ist eine domestizierte tubulare
Erweiterung der Vektorraumkategorie (add C#, Hom(P(x), -)).

Also haben wir eine Zerlegung der Vektorraumkategorie (add S?,
Hom(P(x), —)), die mit folgendem Bild illustriert werden kann:

o'M LY | CH | R | ON
< —h? >0
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Fir die nicht erkldrten Begriffe und Bezeichnungen, die in dieser Arbeit
auftauchen werden, verweisen wir auf [Ri].

Diese Arbeit ist ein Teil meiner Dissertation unter Betreuung von
C. M. Ringel. Ihm gilt mein herzlicher Dank. Ich danke auch P. Drixler,
D. Happel fiir ihre Hilfe bei der Formulierung und Frau Kéllner fiir das
Schreiben dieser Arbeit.

An dieser Stelle mochte ich auch M. C. R. Butler und S. Brenner fiir ihre
hilfreiche Diskussion iiber diese Arbeit und dem Science and Engineering
Research Council fiir die Unterstiitzung meines Aufenthalts in Liverpool
herzlich danken.

2. DIt EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT DER KRITISCHEN MENGE IN S

Wir setzen immer voraus, daBl 4 eine zahme verkleidete Algebra und x
ein Punkt von 4 ist. Eine Teilmenge K< S? mit r Elementen heiBt eine
kritische Menge vom Typ %(i), wenn die Vektorraumkategorie (add K,
Hom(P(x), —)) eine Vektorraumkategorie vom Typ €(i) ist (siche [Ri]). In
diesem Abschnitt geben wir einen Beweis zur Existenz und Eindeutigkeit
der kritischen Menge in S7. Als ein Haupthilfsmittel des Beweises benutzen
wir die folgenden Ergebnisse in [X].

2.0. DeriNITION  [Ri]. Sei (', |-|) eine Vektorraumkategorie vom
Typ %(i). Der Defekt eines Objektes V aus #(, |-|) ist definiert durch

0" V=<n" dim, V).
Dabei ist h”* = (i, ..,1,,i) der minimale positive Radikalvektor der zu
(A, |-]) gehdrigen quadratischen Form y .
Bemerkung. Es gilt —i<0” M <0 fir jedes unzerlegbare Objekt M
in A,

2.1. LeMMA.  Sei K={M,, .., M,} eine kritische Menge in S* vom
Typ €(i). Dann gilt i=h{, und es gibt eine exakte Sequenz der Form

0 P(x)" > @ Mi>H—0
j=1
mit unzerlegbarem A-Modul H und dim H = h™.
Beweis. Siehe Satz 4.1. in [X]. |

Bemerkung. Nach 4.2 in [X] gilt 0" M,=(h",dim M,) fir jeden
gerichteten 4-Modul M, aus K.
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2.2. PROPOSITION.  Sei A eine zahme verkleidete Algebra und x ein Punkt
von A, und sei X € S?. Dann gelten

(1) End(X)=k,

(2) Ext'(X, X)=0 fir alle i >0,

(3) dim Hom(P(x), X) <2,

(4) Falls h! #1 ist, ist dim Hom(P(x), X)= 1.

Beweis. (1) und (2). Ist X priprojektiv oder priinjektiv, so gibt es
nichts zu beweisen. Nun sei X ein regulirer 4-Modul. Da t.X nicht aufrichtig
ist, gilt End(X) >~k und Ext'(X, X)=0 fiir alle i > 0.

(3) Folgt aus [X, Lemma 2.1].
(4) Folgt aus 2.1. J

2.3. LeMMA. Sei B eine enlich-dimansionale Algebra und gl.dim. B < oo.
Ist T=@®]_, T(i) ein B-Kippmodul, wobei T(i) ¥ T(j) fiir i # j gilt und alle
T (i) unzerlegbar sind, so sind dim T(1), ..., dim T'(n) Q-linear unabhingige
Vektoren.

Beweis. Die Cartan-Matrix C, ist invertierbar, aus [Ri, 4.1(7)] folgt
nun sofort die Behauptung. |

24. Seien X, Ye A-mod, m=dim Ext!(Y, X)#0. Dann gibt es eine
exakte Sequenz 0 —» X" — E— Y -0, so daB Hom(X™, X)-% Ext!(Y, X)
surjektiv ist. Diese exakte Sequenz wird universelle exakte Sequenz von X
und Y genannt. Im folgenden schreiben wir manchmal (X, Y) statt
Ext'(X, Y) fiir i>0 und (X, Y) statt Ext°(X, Y)=Hom(X, Y).

PROPOSITION.  Sei A eine zahme verkleidete Algebra und x ein Punkt. Sei
H ein unzerlegbarer einfach regulirer A-Modul mit dim H = h", dh. H ist
ein homogener A-Modul. Betrachte die universelle exakte Sequenz:

0— P(x)" > M — H—0.

Setze K{:={Xe A-ind|X ist ein direkter Summand von M }. Dann ist
A ! :=(add K%, Hom(P(x), -)) eine gerichtete kitische Vekorraumkategorie
vom Typ €(h?).

Beweis. GemilB [X, 1.2] ist M eadd S7. Es ist trivial, daB jeder direkte
Summand von M priprojektiv ist. Nun werden wir die Definitionsbedin-
gungen einer kritischen Vektorraumkategorie [Ri, p. 101] nachpriifen.

(«) Sei |-|=Hom(P(x),-), dann ist, wie man leicht sieht, [-] treu auf
add K7
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B UH #) ist eine unendliche Kategorie. Wir zeigen die folgende
Aussage:

Sei H[m] der Modul, der unzerlegbar und von reguldrer Linge m mit
reguldrem Sockel H ist, dann existiert eine exakte Sequenz der Form

0—>P(x)"'h¢ > M" > H[m]-0.
Wir zeigen dies mit Induktion nach m. Wir erhalten H[m] vermdge der
exakten Sequenz

O0-H[m—-1]->H[m]->H-0
und wegen proj.dim. M <1 und Ext'(M, M) =0 ist das nichste Diagramm
durch M"™ zum kommutativen Diagramm erginzbar:

0—— P(x)" VK s M — s H[m—1]—— 0

l l 1

0—— Px)™ I, M" — & H[m] ——0
0—— P(x)"»f —_— M —s H —0

Nun setze V,, = (M™, k™, y,,), dann sind V,, fiir m=1, 2, .... Objekte von
OZZ(J{”;‘). Da H[m] % H[n] fir m#n ist, ist V,, & V, fir m#n. Also ist
(A ) eine unendliche Kategorie.

(y) Jeder echte Unterfunktor |-|” von |-| (bzw. echte Faktorfunktor
[-]" von |[-]) induziert eine unterraumendliche Vektorraumkategorie
(add K2, |-]").

Falls h* =1 ist, gilt dim End(M) = dim Hom(M, H) = dim Hom(P(x), H)
+dim End(H) —dim Ext'(H, Hy=h?+1—1=1, also ist M unzerlegbar,
und somit ist (add K?, |-]) eine kritische gerichtete Vektorraumkategorie
vom Typ €(1). Deswegen nehmen wir an, daB A% +#1 ist. Nach 2.2 gilt
|X| =k fir alle X in K. Um (y) zu beweisen, geniigt es nun zu zeigen, daf3
fiir jede echte Teilmenge T von K die Kategorie %(add T, |-|) endlich ist.

Es wird bemerkt, daB wegen («) die Vektorraumkategoriec 4 ¢ eine
Vektorraumkategorie gegeben durch die Halbordnung K beziiglich < ist.

Angenommen %(add T, |-|) ist unendlich. Dann enthdlt 7T eine
Teilmenge T, so daB (add 77, |-|) eine Vektorraumkategorie vom Typ €(i)
ist. Ohne Einschrankung konnen wir voraussetzen, dal T= T’ ist. Nach
2.1 gilt i=h?, und es gibt eine exakte Sequenz

0> Px)"> @ M'>H, >0

MieT
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mit dim H, =" Also gilt

Y udim M,=h"+hip(x)= Y s,dim M,
MieT M;e k4
M ist ein partieller 4-Kippmodul und gemd dem Lemma 2.3 muBl 7= K*
gelten. Dies ist ein Widerspruch. Mit derselben Argumentation iiberlegt
man sich leicht, daBl K¢ eine Halbordnung bzgl. < vom Typ $(h?) bildet
und #"{ eine durch die Halbordnung K? gegebene Vektorraumkategorie
ist. ||

2.5. LEMMA. Es gibt genau eine kritische Menge in S.

Beweis. Sei K!={M,,..,M,} diec vom Lemma 2.4 gelieferte kritische
Menge. Sei K= {N,, .., N,} auch eine kritische Menge. Nach 2.1 sind die
beiden vom Typ (A?) und r=s.

Sei h? # 1, dann ist die Algebra 4 nicht vom Typ A,. Der Rohrentyp
von A ist (n,n,,2) mit n,=n,=2. Sei (m,,m,,2) bzw. (m}, m},2)
der Rohrentyp von (A %) bzw. von % (add K, Hom P(x),-)), wobei
m; Zm, =2 und m| =m) =2 gelten. Da der Funktor X voll ist, gibt es eine
Rohre T(p) vom Rang 2 in @Z(J{f) und eine Rohre T(p’) vom Rang 2 in
% (add K, Hom(P(x), -)), so daB das Bild von 7T(p) bzw. von T(p’) unter
dem Funktor X2 in der gleichen Rohre vom Rang 2 in A4-mod liegen.
Deshalb gibt es ein unzerlegbares Objekt H, =S@ M, k”ﬁ, V) in T(p)
und ein unzerlegbares Objekt H,= (@ N, k', Yw,) in T(p'), so daB
XH,=ZXH, ist. Wegen dim(@;Ny), =2h{=dim(P M"), gilt auch
Hom(P(x), ZH,)#0# Hom(P(x), ZH,). Wie in [X, 3.3] kOnnen wir
zeigen, dall 2H, und ZH, regulire 4-Moduln sind. Demnach folgt
dim XH, =h*=dim YH,. Also besagt der Satz [X, 1.7], daB H, und H,
isomorph ist, somit folgt aus dem wohlbekannten Krull-Schmidt-Satz
K!=K.

Nun sei h{ = 1. In diesem Fall haben wir K¢ = {M} mit M, priprojektiv
und dim M, =h"*"+ p(x)=dim N,, wobei p(x)=dim P(x) ist. Dies
impliziert M, = N,.

3. EIN KONSTRUKTIVER BEWEIS ZUR EXISTENZ DER KRITISCHEN MENGE AUS S%

Wir haben bereits die Existenz der kritischen Menge in S fir eine
zahme verkleidete Algebra 4 und einen Punkt x gesehen, aber dies erlaubt
uns nicht, die Dimensionsvektoren der Moduln aus der kritischen Menge
zu berechnen. Deshalb geben wir in diesem Abschnitt ein konstruktives
Verfahren zur Bestimmung dieser Dimensionsvektoren. Wir werden sehen,
daB es geniigt, nur fiir die zahmen erblichen Algebren die kritischen
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Mengen zu kennen. Fiir die erblichen Algebren ist die Bestimmung ganz
leicht und wir geben eine Liste am Ende dieses Abschnitts. Also liefert
dieser Abschnitt einen anderen Beweis zur Existenz der kritischen Menge
in §4.

Wenn h?=1 ist, gibt es nur einen unzerlegbaren A-Modul M mit
dim M = h? + p(x). Die Kategorie (add M, Hom(P(x),—)) ist sogar eine
Vektorraumkategoie vom Typ (1), das heiBt, wenn 4% = 1, ist die kritische
Menge schon bekannt.

3.1. Nun sei 4 eine zahme verkleidete Algebra vom Typ 4 (wobei 4 ein
Dynkin-Diagramm ist) und x ein Punkt von A, das heiBt es gibt eine

zahme erbliche Algebra B;kj * und einen priprojektiven B-Kippmodul
T=®"_,T(i), so daB End(zT)=4 gilt. Sei P, (x)=Hom(T, I(x)),
T(x)=1"""Pg(b) und setze F:=Homg(z7T, -).

SaTz. Sei KZ eine kritische Menge in SE, dann ist Fr~"Kp :=
{Ft=™"M|Me K2} eine kritische Menge vom Typ €(h’) in S%.
Beweis. Setze
%(,T)={X e B-mod|Exty(T, X)=0},
H(T)={Ye A-mod|Tor{(T, Y)=0},

dann ist F eine Aquivalenz zwischen %(,T) und #(,T). Fiir einen einfach
reguldren A-Modul H gilt

h?* =dim Hom(P(x), H) = dim Hom(T (x), T® 4, H)
=dim Hom (" T(x), 7" (T® 4 H))
=dim Homz(t"T(x), T® , H)=dim Hom(Pg(b), T®, H)
=h}.
Im weiteren haben wir eine exakte Sequenz (nach 2.1)
0o Py(b)r> @ Mi—>H -0
Mie K?

mit H' ein einfacher reguldrer homogener B-Modul. Weil B eine erbliche
Algebra und 7! ein rechtsexakter Funktor ist, lautet die obige exakte
Sequnz unter dem Funktor 7' folgendermaBen:

T(x)" > @ t© "M'>H 0.

MieK?

Da T ein priaprojektiver B-Kippmodul ist, gehoren H' und T'(x) zu 4(T).
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Es wird bemerkt, dal %(zT) unter Faktormoduln und Erweiterungen

abgeschlossen ist, also ist 1~ "M, fir jedes M, aus K; auch in %(,7T).
Deshalb gilt:

(1) dim Hom(P(x), Ft =" M,)=dim Hom(T(x), T "M,)
=dim Homgz(Pgx(b), M,).
(2) Aus dem Satz 4.1(6) in [Ri] folgt
dim Hom(P ,{x), tFt =" M,)=dim Ext'(Ft =" M,, P ,(x))
=dim Exty(t " M,;, T(x))
=dim Hom(T(x), =" "' M)
=dim Hom(z" T'(x), tM,)
=dim Hom(Pg(b), tM,)=0.
(3)  dim Homgz(M;, M,)=dim Hom(t ="M, 17" M)
=dim Hom ,(Ft "M, Ft""M,).

(4) Es gibt einen Morphismus feHom(Ft "M, Fr ™M) mit
/. #0 genau dann, wenn es ein Morphismus g€ Hom(M,, M,) mit g,#0
existiert. (Die Eigenschaft, daB ' zu 1 linksadjungiert ist, wird hier von
uns benutzt.)

Nun folgt der Satz unmittelbar aus den vorangehenden Eigenschaf-
ten. |]

Zur Verdeutlichung vom Satz 3.1 sehen wir hier ein Beispiel.

3.2. Beispiel. Gegeben sei A durch den Kdécher

z y z
O o= —O - o
u°y<—-v--ov
/ o— 0
[
T y' 2!

mit Kommutativititsrelation. Dann ist 4 eine zahme verkleidete Algebra
und
3 2t
ht=2 2 .
3 21

Wir betrachten zum Beispiel den Punkt x.




VEKTORRAUMKATEGORIE 287

Diese Algebra 4 kann von der zahmen erblichen Algebra B, die durch
den Kocher A4

z y

/\ ° K
U ol 4——0V

z’ Yy’ z

gegeben ist, durch einen praprojektiven B-Kippmodul erhalten werden.
Die priprojektive Komponente von B-mod hat folgende Form, dabei
sind die unzerlagbaren Moduln durch ihre Dimensionsvektoren ersetzt.

111 000 100 110
{10 11 10 21
//‘ ooo\\-i 100 119 111
110 1 \

9
~

11 //’ \\\ 100 210 //ﬂ \\\\$
10 21 {T(y) 21 31 b
000 100 210 221
Fple) / \ / \ / \ / \ /
100 110 211 210 421
10 21 | 71(z) 31 42 52
00 100 210\\§ 321\\& 321
000 0oo 100'// 100 210 110l 321 //1211 121 210 \\\;
10—l —21 (10 31 —» 21 |—>s2 —>31  —>e3 —>32  —»
600 000 1oo 100 210 100 321 211 121 210
S TN o NG TN
000 100 210 321 321
1 21 |7z 31 42 52
100\\\& 110 \\\ 211 \\‘ 210 \\\ iz21
08¢ 21" , 210 221 \\\\
! T 21 31 .
110 11 <;) 100 210 ///ﬂ
== \ / \
000 /ﬂ 0 110 111
0 T(:) 10 21
111 o loo 110

Sei zT die direkte Summe der rechteckig umrandeten unzerlegbaren
B-Moduln T(i), i€ 4,. Dann gilt End(,7)=A. Nun betrachten wir den
Punkt x von A. Es gilt P (x)=Hom(pT, 3T (x)) und ,T(x)=1"'Pg(x).
Die kritische Menge K? ist vom Typ %(h%) mit h® = k% = 3. Die unzerleg-
baren Moduln in der kritischen Menge K? sind eingekreist. Also gilt

0 —10 ,10 —10 ,21 —1
000 000 100 110 111 000

111 000 110 110 210 110
TIKB=

%110 111 100 100 100 100}
KZ= ,

2 —11 , 21 —21 ,21 —10
100 100 110 111 100 100

110 111 100 100 100 100
Fr'Kf=<10 —10 ,11 —11 ,10 —00
000 000 100 110 111 000
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1 01 1
01z 1z 11T
1 I 01
00 00 00 01 01
111011 oIl 001 001
00 00 01 01 0l
ir ol 01 01 00
000 00l 011 or1 011
00 00 00 00 ol
00 00 00 k4 1 43 00 1z
001--00I 111 1437 001 1Ty 001 k42
1 ol 00 12 00 1T 1 43
() [ v >
W4
_|-N/ B{J,/.
|——¢=4 R A 7
I]N\ D o—m
! q
0 0 1 1 0 | —uSIS¢
00 00 1--1 [ ERRN N PR | R o
0 0 I 1 NP
z z 1 1 |
€€ €€ € g £ ¢ 2T Tt T T
1 4 z 1 z
) i) ) )
1 I+ o n
/ \ / Ltip  ip :\,
.N[N:.N/ =y \. —o e G “g
Ve | o Iy
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Nun betrachten wir die pridprojektive Komponente von A. Sie hat die
folgende Form, wobei die Moduln in K{ = Fr ' K% umkreist sind.

m 000 m
.

o
0 3
60c J0 110 11
/ \ - /" \ ~ N
000 100 210/ \321/
10 10 21 21
tco 110 211 210
N / \ // \ ’
e
a .
o S 1oy 210677 -
1?10 klo o -
111 1oo
\\ \—/\ N 7
s ~\/ ™ e
000 100 110
10 ] \ 11
111 Neeof 100
~’

3.3. Siehe Tabelle I fir eine Liste der kritischen Mengen fiir zahme
erbliche Algebren.

4. Das REGULARE KOMPLEMENT ZUM KIiPPMODUL

Wir haben schon gesehen, daB3 es zu einem Punkt x einer gegebenen
zahmen verkleideten Algebra 4 eine kritische Menge K7 gibt und der
Modul (@ 4.4t M) @ P(x) ein partieller 4-Kippmodul ist. Nun interes-
sieren wir uns fur die moglichen Komplemente zu diesem Modul. Dabei
heifit ein Modul Y ein Komplement zu einem partiellen Kippmodul X,
wenn X @ Y ein Kippmodul ist. Ein bekannter Satz von Bongartz garantiert
die Existenz eines Komplements. In unserem Fall ist das durch den Satz
von Bongartz gelieferte Komplement ein priaprojektiver 4-Modul, aber wie
sieht der Modul aus? Diese Frage wird im néchsten Abschnitt beantwortet,
aber zuerst mochten wir das regulire Komplement untersuchen.

Es sei KZ die kritische Menge in S?, mit T, bezeichnen wir die direkte
Summe aller Moduln aus K¢ und P(x). Die Anzahl der einfachen
A-Moduln wird mit » bezeichnet.

4.1. Beweis des Satzes 1(2). Aus Lemma 2.1 haben wir zur kritischen
Menge K!={M,, .., M,} eine exakte Sequenz

0- P(x)" > @ Mi> H-0

i=1
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mit einem einfach reguliren 4-Modul H und dim H = #"*. Daraus folgt
leicht, dal fiir jeden reguldren 4-Modul N in S? der Modul T, @® N ein
partieller Kippmodul ist. Nun setze T, = @N, wobei N iiber alle reguliren
Moduln in S§7 lduft. Wir zeigen, daB T, ein partieller Kippmodul ist und
die richtige Anzahl der unzerlegbaren direkten Summanden besitzt.

Wir betrachten die folgenden Fille.

1. Fall: h* =1

Der Réhrentyp von 4 ist (n,, .., r,) mit n, = --- 2n,22. Nun unter-
suchen wir eine Rohre T'(p) vom Rang »;:

S AL S ‘
I ]

I

. N |
N

5 b4 - N A

AN N |

]

[}

N
, AN ’

Ko <R
: Ty N

Die Summe der Dimensionsvektoren der auf dem Mund einer Réhre
liegenden Moduln ist #¢, deswegen gibt es genau einen Modul T[1] auf
dem Mund der Réhre mit dim Hom(P(x), T[1])=1 und Hom(P(x),
tT[1])=0. SeiT[i] der unzerlegbare Modul von reguldrer Lage i, so dal
es einen Epimorphismus von T[i] nach T[1] gibt. Es ist trivial, daf3
T(n)= @7} T[i] der einzige partielle Kippmodul mit direkten Sum-
manden in T(p)n S7 ist. Also ist T,=@{_, T(n;) der einzige regulire
partielle Kippmodul in add S7. Aber 2 (n—1)=n-2 gilt. Also ist
T,®7T, ein Kippmodul.

2. Fall: h*=2
Sei 4 eine zahme verkleidete Algebra vom Typ 4.

(i) A=DB, (n=5). In diesem Fall zeigt eine analoge Argumentation
wie oben, dal3 wir nur (n—2)— 2 reguldre unzerlegbare Moduln aus der
Rohre vom Rang n— 2 erhalten, die eben alle reguldiren 4-Moduln in S
sind. Aber T, ist trivialerweise ein partieller Kippmodul. Also ist der
Modul T, ® T, ein Kippmodul. Die n — 4 reguldiren A-Moduln haben eine
der folgenden Positionen in der Rohre vom Rang n—2:

1 '
(| m———— == S e - - = — - - - 1 R i
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(i) 4=TF,. In diesem Fall gibt es nur zwei reguldre unzerlegbare
A-Moduln aus den zwei Rohren vom Rang 3, die in S? liegen.

(iii)) 4=E,. In diesem Fall gibt es nur zwei reguldre Moduln in der
Roéhre vom Rang 4, die zu S gehdren und einen reguldren Modul in der
Rohre vom Rang 3, der in S7 liegt. Die zwei regulidren 4-Moduln befinden
sich an einer der folgenden Positionen in der R6hre vom Rang 4:

'
r
H
|
i
1
i

<
e

711) 1]

T G

(iv) 4=F,. In diesem Fall gibt es nur drei unzerlegbare Moduln aus
der Réhre vom Rang 5 und einem unzerlegbaren Modul aus der Rohre
vom Rang 3, die alle reguldre Moduln in S sind.

3. Fall: h? =3
(i) 4=E,. Es gibt nur einen reguldaren A-Modul in der Rohre vom
Rang 4, der einzige reguldre 4-Modul in S+ ist.

(ii) 4=F,. Es gibt nur zwei reguldre unzerlegbare A-Moduln in der
Roéhre vom Rang 5 und einen Modul in der Rohre vom Rang 4, die alle
regulire 4A-Moduln in S7 sind. Die zwei reguliren A-Moduln aus der
5-Rohre befinden sich an einer der folgenden Positionen:

i
)
1
i
h
(
[
|
1

e ,
Y 8

4. Fall: h* =4

Es geniigt nur den Fall zu beriicksichtigen, daB 4 = E; ist. In diesem Fall
gehort der einzige reguldre 4-Modul aus S7 zu der RShre vom Rang 5.

In allen Fiéllen haben wir gesehen, daB der Modul T, ein partieller
A-Kippmodul ist und die Anzahl der unzerlegbaren direkten Summanden
von T, wie gewlinscht ist.

7271 )
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4.2. Bemerkung. Aus dem Beweis des Satzes wissen wir, wie die regulédren
Moduln in S7 bestimmt werden kénnen. Mit R? bezeichnen wir die Menge
aller reguliren Moduln aus S¢. Da dim Hom(P(x), M)=1 fiir jeden
reguldren 4-Modul M e 7 gilt, ist der Funktor Hom(P(x),-) auf R treu
und somit bildet R eine Halbordnung bzgl. <. Insbesondere ist 27 :=
(add RY, Hom(P(x),-)) eine Vektorraumkategorie gegeben durch die
Halbordnung R{. Wir notieren die Halbordnungen in Tabelle II.

43. Im Allgemeinen ist das regulire Komplement von T, zum
Kippmodul nicht ecindeutig, zum Beispiel betrachten wir die zahme
verkleidete Algebra A, die durch den Kécher

o

l

o ——o0 (—_ )
N -
N

o — 0 —3 0 —0—>0]

gegeben ist. Sei x der angegebene Punkt von 4. Fiir diesen Punkt gilt

0 1 0 1
I''=P(x)® 000 110 110 121.
11111 00011 01111 00111

Setze

0 1 1 0
T;= e 1o 2219 110,
00010 00111 00121 11111

dann ist 7, ¢add S?. Aber eine leichte Nachpriifung tberzeugt uns, daf3
T, ®T; ein Kippmodul mit reguldrem Modul 77 ist.

Es ist trivial, daB8 es nur endlich viele regulire Komplemente zu T, gibt.
Aber wie viele gibt es denn? Weil ein regulires Komplement zu 7, einige
partielle Kippmoduln in 4-mod liefert (sieche [Ri]) und jeder partieller
Kippmodul in einem Fliigel liegen muB, kdnnen wir den von Ringel in [Ri,
p. 205] gegebenen Klassifikationssatz der Kippmoduln iiber C, wobei C
eine durch den linear geordneten Kécher vom Typ A, gegebene Algebra
ist, benutzen. Mit ¢, bezeichnen wir die Anzahl der (multiplizitdtenfreien)
Kippmoduln iiber C. Also beantworten wir die Frage in Tabelle III, in der
die Anzahl der reguliren (multiplizititenfreien) Komplemente angegeben
ist.
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TABELLE III

t
13
i

Typ 4

Y p E, Es A,, D,
1 4 6 24 Cpo1Cq—i [
2 1 2 20d.3 ¢,_s0d.c,c,mit p+qg=n—=6
3 0 1 l1od.2
4 0 1
S 0
6 0

5. DAS PRAPROJEKTIVE KOMPLEMENT ZUM KIPPMODUL

Unser Hauptziel dieses Abschnittes ist es, den Satz 1(3) zu zeigen. Dazu
brauchen wir einige Vorbereitungen.

5.1. PROPOSITION. Sei A eine zahme verkleidete Algebra, und M, Y
_ prdprojektive unzerlegbare A-Moduln mit (h*,dim Y) = (h*, dim M) und
Ext!(Y, M)=Ext' (M, Y)=0. Dann gilt:

Jeder von Null verschiedene Morphismus f: Y - M ist injektiv.

Beweis. Setze C :=Koker(f) und K :=Ker(f) sowie B := Bild(f).

(1) Sei f surjektiv. Aus der exakten Sequenz
0—K—YL M0

folgt <A, dim K) = (A", dim Y —dim M) = {(h*, dim Y) — (h”, dim M)
2> 0. Aber K ist priprojektiv, somit muB K =0 sein, dies zeigt an, daB f ein
Isomorphismus ist.

(2) Nun sei f nicht surjektiv. Dann gilt B # M.
0-K—->Y—>B-0, (%)
0-B->M->C-0. (%)

Wende Hom(M,-) auf (%) an. Dann ist mit Ext}(M, ¥Y)=0 auch
Ext'(M, B)=0, somit folgt aus dim Hom(M, M) =1, daB C unzerlegbar ist.

Wenn C reguldr oder priinjektiv ist, dann folgt aus (A% dim K) =
(h*, dim Y)Y — <h*, dim C)» >0, daB K=0 und dann f injektiv ist. Also
setzen wir voraus, das C préaprojektiv ist. Insbesondere gilt proj.dim. C = 1.
Wende Hom(M, ~) auf (%) noch einmal an, so gilt

v » (M, B) > Ext'(M, K) » Ext'(M, Y) > ---.
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Da Hom(M, B)=0=Ext'(M, Y) ist, ist Ext'(M, K)=0. Nun wende
Hom(-, K) auf (**) an:

0-(C,K)>(M,K)- (B, K)-> '(C,K)— (M, K)— (B, K) - 0.

Da Ext’(C, K)=0=Ext!(M, K) gilt, ist Ext'(B, K)=0. Also muB K
verschwunden sein, denn Y ist unzerlegbar und f# 0. Somit ist der Beweis
fertig. |

5.2. KOROLLAR. Sei Ye S? mit
(h*,dim Y) = —h? und  dim Hom(P(x), Y)=1.
Dann gibt es eine exakte Sequenz

0> Px)» Y1 'ESQ,

wobel E ein unzerlegbarer regulirer A-Modul mit Hom(P(x), E)#0 und
Hom(P(x), t 'E)=0 ist.

5.3. Die Umkehrung des Korollars ist auch richtig.

LEMMA. Sei E ein reguliirer unzerlegbarer A-Modul mit
dim Hom(P(x), E}=1 und dim Hom(P(x), T 'E)=0
und sei die universelle Erweiterung gegeben durch

0> P(x)>T(E)->1 'E—>Q.
Dann gilt T(E)e S{ mit dim Hom(P(x), T(E))=1 und <{h",dim T(E)>
= —h.

Beweis. Es ist trivial, daB dim Ext'(z 'E, P(x))=1 gilt und T(E)
unzerlegbar ist. Wende Hom(-, P(x)) auf die universelle Sequenz an, so gilt
Ext'(T(E), P(x))=0. Somit ist T(E)eS4. |

5.4. Bemerkung. Wir setzen
St= {X;A-inde % Q(x) und Hom(X, Q(x)) #0=Hom(r 'X, Q(x))}.
Dann gibt es eine bijektive Abbildung zwischen S$** und S, nidmlich
D=Hom,(-. k): S - 54,

Dabei bezeichnen wir mit Q(x) den unzerlegbaren injektiven A-Modul zum
Punkt x.
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Wir wissen schon, daB es genau n—r—1 unzerlegbare regulire A4°°-
Moduln E’ in S?* gibt, die auch die Eigenschaft dim Hom(P 4 (x), E') =1
haben. Deshalb gibt es auch genau n-—r—1 reguldre unzerlegbare
A-Moduln E in §%, die auch die Bedingung dim Hom(E, Q(x))=1
erfilllen. Seien E,, .., E,_ ,_, alle solche A-Moduln in S§%. Setze T =
@/ ' T(E). Nach 5.3 und 52 gilt Tg= @ vt X=:To.

5.5. LeMMA. T, @ T, ist ein A-Kippmodul.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, daB Ext'(T,, T,)=Ext(T,, Ty)=
Ext'(T,, T,) =0 gilt. Wir haben zwei exakte Sequenzen:

r

0 P(x)" > @ Mi—> H—0, (1)
i=2
n—r—1 n—r—1
0> P(x)""'> @ T(E)-» @ 1 'E;-0, (2)

i=1 i=1

wobei H unzerlegbar mit dim H = h* ist.
Wende Hom(7,, —) auf (1) bzw. auf (2) an:

coo = YT, P(X)5) = Ty, @ M) - (To, H)— ---
e (T, P(X)" ) = Ty, To) = U(Toy @ 17 E;) > -
Da Ext!(T,, P(x)) = 0 = Hom(H, tT,) = DExt'(T,, H) und 0 =

Hom(® 1~ 'E,, Ty) = D Ext(T,, @® t~'E,) gelten, ist Ext'(T,, T,) = 0 =
Ext!(T,, T,). Wenn wir Hom(T, -) auf (2) anwenden, gilt:

Ty, P ) S T T) > (T, @ 1 E) — e

Aber T, ist priprojektiv, daraus folgt Ext(T,, ® t 'E,)=0, somit ist
Ext!(T,, To)=0. 1

5.6. LEMMA. Sei Y ein priprojektiver A-Modul, so dai YO T, ein
partieller Kippmodul ist. Dann gehort Y zu add S7, falls Y keinen direkten
Summand enthilt, der zu P(x) isomorph ist.

Beweis. Es genligt zu zeigen, dafl jeder unzerlegbare direkte Summand
X von Y zu S gehort. GemalB 2.1 gibt es eine exakte Sequenz

0- P(x)"" > @ Mi— H—0.

i=1
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Dabei ist H unzerlegbar mit dim H = 4. Nun wende Hom(-, X) auf diese
exakte Sequenz an, so liefert uns dies eine exakte Sequenz

o (P(x), X) > Ext'(H, X) - Ext! <@ M, X) =0.
i /
Wir wissen, daB fiir einen priprojektiven A4-Modul X immer
Ext'(H, X)#0 gilt, also ist Hom(P(x), X)#0. Aus Ext!(X, P(x))=0
erhalten wir automatisch Hom{P(x), tX) =0, somit ist X e YO |

Den Beweis des folgenden Lemmas mochten wir gerne bis zum Abschnitt
6 verschieben, wo man das Lemma als Korollar bekommen kann.

5.7. LEMMA. Sei Y unzerlegbar priprojektiv und Y¢ K4, Falls Y® T,
ein partieller Kippmodul ist, dann gilt {h", dim Y) = —h?.

5.8. Beweis zum Satz 1(3). Aus 5.5 folgt, dal T,® T, ein Kippmodul
ist. Nach 5.6 und 5.7 ist T, das einzige priprojektive Komplement
zuT,. |

59. Setze L:={NeS{|{h",dim N)/dim Hom(P(x), N)= —h"},

dann besteht L{ genau aus solchen A4-Moduln in S, welche nicht in K7
liegen und die Eigenschaft {47 dim N)= —h? erfiillen. Nach 5.1 ist
Hom(P(x), ) ein treuer Funktor auf add L, also ist ¥4 :=(add L7,
Hom(P(x), -)) eine Vektorraumkategorie gegeben durch die Halbordnung
L? bzgl. <.

Wie in 4.2 gibt es eine analoge Liste fiir L7. (Siehe Tabelle IV.)

Zum Schlul bemerken wir das folgende Lemma:

5.10. LEMMA. Es gibt keinen prdiinjektiven Modul Q, so daff Q® T, ein
partieller A-Kippmodul ist.

Beweis. Angenommen es ist Q ein prdinjektiver A-Modul mit der
obigen Eigenschaft. Dann ist proj.dim. Q <1. Wende Hom(Q, -) auf die
exakte Sequenz

0-P(xX)"> @ M'—H-0

Aflle](’:’

mit H unzerlegbar und dim H =" an, so haben wir wegen Ext'(Q, H) >
D Hom(H, tQ)#0 auch Ext'(Q, @ mex! M)#0. Dieser Widerspruch
zeigt nun, daB es keinen priinjektiven 4-Modul Q gibt, so daBl T, @ Q ein
partieller A-Kippmodul ist. ||

5.11. Bemerkung. Im allgemeinen kann es zu einem priprojektiven
partiellen Kippmodul iiber einer zahmen verkleideten Algebra ein
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prdinjektives Komplement geben. Ein Beispiel kann man in [Ha, p. 139]
sehen.

6. KRITERIEN FUR MODULN IN EINER KRITISCHEN MENGE

In diesem Abschnitt charakterisieren wir die Moduln, die in K¢ liegen.
Nun setze ¢'X= (h* dim X)>/dim Hom(P(x), X), so sind die in K¢
liegenden Moduln X durch ¢'X vollstindig bestimmt.

6.1. SaTz. Sei YeS?. Dann gilt: Y ist genau dann in K, wenn
—h?< 'Y <0 gilt.

Beweis. Im folgenden behalten wir die Bezeichnungen des 4. und 5.
Abschnitts bei.

Falls h? =1 ist, so gibt es nichts zu zeigen. Nun sei 47 5 1. Sei Y aus K.
Nach der Bemerkung von 2.1 gilt ¢'Y > —h?. Umgekehrt sei fiir Y die
Bedingung erfiilit. Da A7#1 ist, gilt dim Hom(P(x), Y)=1 fir jedes
Element Y in S7. Wir haben End(Y)=k und Ext/(Y, Y)=0 fiir alle i >0
und zwei exakte Sequenzen

0 P(x)"" > @ M'> H-0, (%)
i=1
n—r—1
0 P(xy "1 Ty» @ 1 'E, -0, (%%)

i=1

wobei H unzerlegbar mit dim H = »* und E, regulir ist. Wende Hom(Y, -)
auf (*) bzw. auf (**) an:

1
_>1(Y)P(x)hé)_> <Y’ C_D M§’>_>1(Y? H)_}O’

n—r—1

o (Y, Pxy T )y s Y, Ty) » <Y, @ ‘CIE,)—*O.

Da Y aus S? und priprojektiv ist, gilt mit Ext'(Y, P(x))=Ext!(Y, H) =
Ext!(Y, @,t 'E,)=0 auch Ext'(Y, T,)=Ext'(Y, T,)=0. Wir werden
zeigen, daB fiir diessn Modul Y auch Ext'(T,, Y)=Ext(T,, ¥)=0 gilt.
Somit ist Y@ T,® T, ein Kippmodul. Nach 5.5 ist Ty@® 7, schon ein
Kippmodul, also gilt Yeadd(T,@® T,). Da Y unzerlegbar ist und jeder
unzerlegbare direkte Summand X von T, die Eigenschaft (k“ dim X)> =
—h? erfiillt, ist Yeadd T,. Somit gilt Ye K?.

Sei 0# feHom(P(x), Y), sei K:=Ker(f), C:=Koker(f) und B:=
Bild( /), wir diskutieren die zwei Fille:
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(1) f is surjektiv, dh. C=0. Wende Hom(@P[_, M, ) bzw.
Hom(T,, -) auf die exakte Sequenz

0-K->Px)-»Y->0
an. Wir haben dann mit Ext'(@, M,, P(x))=0 auch Ext (@, M, ¥Y)=0
bzw. Ext'(T,, ¥)=0. Dies ist, was wir zeigen woliten.

(2) f ist nicht surjektiv, d.h. C#0 und B % Y Aus End (YY)~ k und
Ext'(Y, B)=0 folgt, daBB C unzerlegbar ist. Angenommen, daB C pripro-
Jektiv ist. Wende Hom( Y, —) auf die exakte Sequenz

0->K->Px)-»B-0
an. Dies liefert folgende exakte Sequenz
0 (Y, K)—> (Y, P(x)) > (Y, B) > (Y, K) > 0.
Da Hom(7Y, B) =0 ist, ist Ext'(Y, K)=0, nun wende Hom(-, X) auf
0-B->Y->C-0 (#x%)
an. Dann ergibt sich die exakte Sequenz
- = Y(C, K) > (Y, K) > (B, K) > ¥(C, K) — 0.

Weil C priprojektiv ist, erhalten wir Ext?(C, K)=0. Damit ist Ext(B, K)=0,
also mufl X =0 sein, d.h. S ist injektiv. Aber (A", dim Cy =<, dimY>—
<h?, dim P(x))=38"Y —(—h?)>> 0. Dies widerspricht der Priprojektivitit
von C. Also ist C kein priprojektiver Modul und es gelten Ext!(T,, C)=0
sowie Ext'(@,M,, C)=0. Wir wissen namlich, da3 Ext!(T,, B)=0=
Ext'(®; M,, B) gilt. Nun wenden wir Hom(T7,, -) bzw. Hom (@, M,, )
auf die exakte Sequenz (x*x) an und erhalten:

—>1(TO’ B)—}I(TOa Y)—)I(TOaC)—)O
bzw.
1 1 1
. <@ M,.,B>_> (@ M, Y)—» <@ M, C)—»O.
Also sind Ext!(T,, Y)=0 und Ext'(@®,M,, Y)=0, und somit gehort ¥
schon zu K7, ]

6.2. KOrROLLAR. CZ=K7,

6.3. KOROLLAR. Sei Y praprojektiv aus S 4,50daf YT, ein partieller
A-Modul ist, dann ist Y entweder in K¢ oder (h", dim Y) = —h? und

Hom(M,, Y) =0 fiir alle Moduln M, aus KA.
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Beweis. Sei Y nicht in K¥ und Y % P(x). Wende Hom(—, Y) auf () an,
dann bekommen wir eine exakte Sequenz

0- (A, Y)"<er9 My, Y)"(P(X)”j, Y)> Y(H, ¥) -0,

i=1

daraus folgt <h%, dimY) = dim Hom(@;_, M", Y) — h?. Wenn
Hom(@ | M,, Y)#0 wire, wiirde (A, dim ¥ > h" gelten, somit wire
Y nach dem Satz 6.1 in K. Also ist Hom(@ M,, Y) =0. Dies impliziert
Ch,dim Yy = —ht. |

6.4. Beweis zum Lemma 5.7. Nach 6.3 ist der Beweis klar. |

7. DOMESTIZIERTE ERWEITERUNG DER VEKTORRAUMKATEGORIE % 4

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir gezeigt, daB zu einem
Punkt x einer gegebenen zahmen verkleideten Algebra A die Vektorraum-
kategorie %7 :=(add C¥, Hom(P(x), -)) gerichtet und kritisch ist. In
diesem Abschnitt werden wir den Zusammenhang zwischen %7 und £
und 27 untersuchen. Es wird gezeigt, daB die Vereinigung von (6”‘ und 27 1
bzw. von €7 und £ eine tubulare Erweiterung bzw. eine tubulare Koer-
weiterung von ¢ ¢ im Sinne von Ringel ist.

7.1. LeMMA. (1) Der Funktor Hom(P(x), -} ist auf add(L{ w C*) treu.
(2)  Der Funktor Hom(P(x), ) ist auf add(C? U R?) treu.

Beweis. (1) Nach 2.4 und 5.9 ist Hom(P(x), -) auf add L7 und add C'*
schon treu. Wegen 6.3 bleibt es zu zeigen, daB fiir einen von Null
verschiedenen Morphismus f:N—M mit NeL? und MeC? immer
Hom(P(x), ) #0 gilt.

Nimm ein g € Hom(P(x), N) mit u # 0, dann ist g nach 5.1 immer injektiv
und der Koker(x) immer ein regulirer unzerlegbarer Modul. Angenommen
es ist Hom(P(x), f)=0. Betrachten wir das folgende Diagramm:

0—— P(x)—— N—"— Koker(y) —— 0

-
~
0 I B ~Tg
-
“

M

Da puf =0 ist, existiert ein Morphismus g: Koker(x) > M mit f=ng. Aber
M ist priprojektiver Modul, also ist g =0 und folglich f =0, das ist jedoch
ein Widerspruch. Also ist (1) gezeigt.
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Zu (2) geniigt es, eine analoge Argumentation wie in (1) durchzufiihren,
wenn man die exakte Sequenz in 2.4 gebraucht.

7.2. Die tubulare Koerweiterung einer Vektorraumkategorie wurde in
[Ri] eingefiihrt. Dort hat Ringel die domestizierten tubularen Koerweite-
rungen der kritischen gerichteten Vektorraumkategorien vollstandig
klassifiziert.

Unser Hauptergebnis dieses Abschnittes ist der folgende Satz:

Satz. (1) (add(L? vy C?), Hom(P(x), -)) ist eine domestizierte tubulare
Koerweiterung von €+,

(2) (add(C{ U RY), Hom(P(x),-)) ist eine domestizierte tubulare
Erweiterung von €+,

Beweis. Sei Ci={M,, .., M., }. Aus der folgenden exakten Sequenz

0—>P()c)":1 P M S>H->0

i=1
mit A ein homogener 4-Modul folgt:
(1) dim Hom(X, @ M*)= h? fiir jeden Modul X e LY
(2) dim Hom(@® M, Y)=h{ fiir jeden Modul Ye RZ.
Nun folgt der Satz aus dem Lemma 4.1 und der Eindeutigkeit der

kritischen Menge in S*. Wenn z.B. hi=1ist, ist L7 als Halbordnung eine
der folgenden

— — e ...0 o .
b b
—— o ce— o — o — — o
. . .
—— o, — o - o

Wir kénnen leicht von den obigen Formen die zugehdrigen tubularen
Erweiterungen erreichen, und zwar dic folgenden:

R
e

e
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wobei mit m die unzerlegbaren Objekte M mit Hom(P(x), M)=k>
bezeichnet werden. ||

7.3. Beispiele. (1) Sei A eine zahme verkleidete Algebra, die durch den
Ko&cher

gegeben ist. Fiir den angegebenen Punkt x gilt:
(a) S7=CL
(b) Jeder Modul aus S? wird von P(x) erzeugt.
(2) Sei A die zahme verkleidete Algebra gegeben durch den Kcher

o\;—\- - == 0¢——0
O*Z———O(————O
T
mit
1 2
ht=2 2 1
3 2 1

Wir betrachten den Punkt x mit A7 =3,
Der Auslander—Reiten—Kocher von A4 sicht folgendermaBen aus. Dabei
bezeichnen wir mit den groBen dunklen Punkten die Elemente in S7.

regul. Komponenten

Die pridproj. Komponente Die prdinj. Komponente
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Die unzerlegbaren Moduln in der kitischen Menge C? sind eingekreist,
der rechteckig umrandete unzerlegbare Modul bildet die Menge L%, und
der einzige regulire Modul in S bildet die Menge R?. Die Menge S¢ wird
folgendermaBen zerlegt:

Dabei sind zwei Moduln M und N durch eine Kante M-N genau dann
verbunden, wenn M= N und M # N gelten und es keinen unzerlegbaren
Modul Y aus S¢ mit M > Y > N gibt. Nun ist es aber klar, daB die Vereini-
gung von L7 und C# bzw. von C# und R? die folgende Form hat:

Liucy CAURA
8 bzw. ~—

Sie ist eine tubulare Koerweiterung bzw. Erweiterung von C*.
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