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第二章 域的扩张

习题 2.1

假设 L/K 为域扩张且 [L : K] 为素数。证明：
L/K 没有非平凡的中间域。

证明. 假设 M 为 L/K 的中间域，则有

[L :M ] · [M : K] = [L : K]

为素数。由于 [L : M ] 和 [M : K] 都是正整数，因
此 [L : M ] = 1 或 [M : K] = 1。从而 M = L 或者
M = K.

习题 2.2

令 L = Q(
√
3, ω), 其中

ω = −1

2
+

√
3

2
i

是 3 次单位根。计算 [L : Q] 并找出 L 作为 Q
向量空间的一组基。

解: 我们有域扩张链

Q ⊂ Q(
√
3) ⊂ Q(

√
3)(ω) = L

由于
√
3 在 Q 上的极小多项式为 x2 − 3, 因此

[Q(
√
3) : Q] = 2. 同时，ω /∈ Q(

√
3), 因此

[Q(
√
3, ω) : Q(

√
3)] > 1.

另一方面，ω 是多项式 x2 + x+ 1 的根，这说明

[Q(
√
3, ω) : Q(

√
3)] ⩽ 2.

所以
[Q(

√
3, ω) : Q(

√
3)] = 2.

从而

[L : Q] = [L : Q
√
3] · [Q(

√
3) : Q] = 4.

L 作为 Q 的一组基:

1,
√
3, ω,

√
3ω.

实际上，1,
√
3是 Q(

√
3)作为 Q空间的一组基; 1, ω

是 L 作为 Q(
√
3) 空间的一组基。根据有限扩张链

的基的构造方式可得以上基。 □

习题 2.3

设 f(x) = x3 − 3 ∈ Q[x]，u ∈ C 是 f(x) 的一
个根。证明 Q(u) 不是 f(x) 在 Q 上的分裂域。

证明. f(x) 的三个根为 u, ωu, ω2u, 其中 ω 为第 2
题中的三次单位根。因此 f(x) 在 Q 上分裂域

E = Q(u, ω).

如果 E = Q(u)，则有 ω ∈ Q(u), 从而 Q(ω) 是
Q(u)/Q 的中间域。但

[Q(u) : Q] = 3,Q(ω) : Q] = 2

且 2 ∤ 3, 产生矛盾！

习题 2.4

证明 L 为 K[x] 中多项式的有限集 f1, · · · , fn
在 K 上的分裂域当且仅当 L 为多项式 f =

f1f2 · · · fn 在 K 上的分裂域。

证明. 由于 f 在 L[x] 中可以分解为一次因式乘积
当且仅当 f1, · · · , fn 在 L[x]都可以分解为一次因式
乘积，而 f 在 L 中的根组合的集合 X 为 fi, i =

1, · · · , n 在 L 中根的集合 Xi 的并, 即

X =
n∪
i=1

Xi

根据分裂域的定义, L是 f1, · · · , fn 的分裂域，当且
仅当, f1, · · · , fn 在 L[x] 中都可以分解为一次因式
乘积且

L = K

(
n∪
i=1

Xi

)
,

这等价于 f 在 L[x] 中可分解为一次因式乘积且

L = K(X),

即 L 是 f 在 K 上分裂域。
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4 第二章 域的扩张

习题 2.5

计算域扩张的伽罗瓦群 AutQ Q(
√
d), 其中 0 ⩽

d ∈ Q.

解: 如果
√
d ∈ Q, 则 Q = Q(

√
d), 此时

AutQ(Q(
√
d)) = {id}

为平凡群。如果
√
d 6∈ Q, 则 x2 − d 为

√
d 在 Q 上

的极小多项式. 所有 Q(
√
d) 中元素都形如

{a+ b
√
d | a, b ∈ Q}.

任意 σ ∈ AutQ(Q(
√
d)) 都将 x2 − d 的根

√
d 映为

x2 − d 的根 ±
√
d, 因此

σ(a+ b
√
d) = a± b

√
d

对所有 a, b ∈ Q成立。如果 σ(
√
d) =

√
d,则 σ = id。

记映射
τ : a+ b

√
d 7→ a− b

√
d.

这说明 AutQ(Q(
√
d)) 中元素至多有 id 和 τ . 另一

这方面，由引理 2.10, 存在 Q 同构

σ : Q(
√
d) −→ Q(−

√
d) = Q(

√
d)

使得 σ(
√
d) = −

√
d. 这导致 τ = σ ∈ AutQ Q(

√
d).

所以
AutQ(

√
d),

可以简单验证，这与 S2 同构。 □

习题 2.6

设 K 是域，f(x) ∈ K[x] 且 deg f(x) = n ⩾ 1。
令 E 为 f(x) 在 K 上的分裂域，证明 [E : K]

整除 n!。(提示: 对 deg f(x) 利用数学归纳法，
从 n 到 n+ 1 分 f(x) 可约和不可约两种情形)

证明. 我们对 n用数学归纳法，当 n = 1时 E = K,
AutK E = {id}，结论显然成立。
现假设 n > 1, 分两种情形讨论。
情形 1: f 在 K[x] 中不可约，令 u 为 f 在 E

中根，则有

[K(u) : K] = deg f = n.

在 K(u)[x] 中有分解

f(x) = (x− u)g(x)

这样 E 为 g(x) 在 K(u) 上分裂域，由于 deg g =

n− 1 < n, 根据归纳假设有 [E : K(u)] | (n− 1)!, 从
而

[E : K] = [E : K(u)][K(u) : K] = [E : K(u)] · n

整除 (n− 1)! · n = n!.
情形 2: f 在 K[x]中可约。假设 f 在 K[x]中有

分解 f = gh, 其中 g, h 都是 K[x] 中次数小于 n 的
正次数多项式，记 deg g = m, degh = n−m. 此时 E

中包含一个 g 在 K 上的分裂域 L, 根据定义，容易
验证 E 为 h在 L上分裂域。由于m < n, n−m < n,
根据归纳假设有

[L : K] | m!, [E : L] | (n−m)!

从而有

[E : K] = [E : L] · [L : K]

整除 m! · (n−m)!. 由组合数(
n

m

)
=

n!

m! · (n−m)!

是整数可得 m! · (n −m)! 整除 n!. 所以 [E : K] 整
除 n!.

习题 2.7

假设 K 为域，E 为 f(x) ∈ K[x] 在 K 上的
分裂域，ξ1, · · · , ξn 为 f(x) 在 E 中所有互不
相同的根。对于置换 σ ∈ Sn，我们称 σ 保
持 ξ1, · · · , ξn 的代数关系，如果 n 元多项式
ϕ(x1, · · · , xn) 满足 ϕ(ξ1, · · · , ξn) = 0 当且仅当
ϕ(ξσ(1), · · · , ξσ(n)) = 0。记 Gf 为 Sn 中所有保
持 ξ1, · · · , ξn 的代数关系的置换构成的群。证
明: Gf ∼= AutK E.

证明. 由推论 2.17 前的讨论，记

X = {ξ1, · · · , n}

我们有群的单同态

AutK E −→ S(X) ∼= Sn

θ 7→ θ|X .

θ|X 给出 Sn 中置换 θ̃, 即

θ(ξi) = ξθ̃(i), i = 1, · · · , n.
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我们断言 θ̃ ∈ Gf 对所有 θ ∈ AutK E 成立。实际
上，对任意 ϕ ∈ K[x1, · · · , xn], 由 θ ∈ AutK E 有

θϕ(ξ1, · · · , ξn) = ϕ(θ(ξ1), · · · , θ(ξn))

= ϕ(ξθ̃(1), · · · , ξθ̃(n))

由于 θ 为域同构，因此 ϕ(ξ1, · · · , ξn) = 0, 当且仅当
θϕ(ξ1, · · · , ξn) = 0, 当且仅当 ϕ(ξθ̃(1), · · · , ξθ̃(n)) =

0, 也就是说 θ̃ ∈ Gf . 这就证明了 θ 7→ θ̃ 给出
AutK E 到 Gf 的单的群同态。只需要再证明这个
群同态为满射即可。

对任意 σ ∈ Gf , 我们现在来证明存在 θ ∈
AutK E 使得 σ = θ̃. 由于

E =

{
ϕ(ξ1, · · · , ξn)
ψ(ξ1, · · · , ξn)

| ϕ, ψ ∈ K[x1, · · · , xn]
ψ(ξ1, · · · , ξn) 6= 0

}
我们定义

θ(σ) : E −→ E
ϕ(ξ1,··· ,ξn)
ψ(ξ1,··· ,ξn) 7→ ϕ(ξσ(1),··· ,ξσ(n))

ψ(ξσ(1),··· ,ξσ(n))

需 要 证 明 θ(σ) 是 良 定 义 的。 首 先， 由
于 ψ(ξ1, · · · , ξn) 6= 0, 而 σ ∈ Gf , 因此
ψ(ξσ(1), · · · , ξσ(n) 6= 0, 从而有

ϕ(ξσ(1), · · · , ξσ(n))
ψ(ξσ(1), · · · , ξσ(n))

∈ E.

另外，如果有

ϕi, ψi ∈ K[x1, · · · , xn], i = 1, 2

使得
ϕ1(ξ1, · · · , ξn)
ψ1(ξ1, · · · , ξn)

=
ϕ2(ξ1, · · · , ξn)
ψ2(ξ1, · · · , ξn)

.

令 g = ϕ1ψ2 − ψ1ϕ2, 则有 g(ξ1, · · · , ξn) = 0, 由
σ ∈ Gf 得 g(ξσ(1), · · · , ξσ(n)) = 0, 因此

ϕ1(ξσ(1), · · · , ξσ(n))
ψ1(ξσ(1), · · · , ξσ(n))

=
ϕ2(ξσ(1), · · · , ξσ(n))
ψ2(ξσ(1), · · · , ξσ(n))

.

这样就证明了 θ(σ) 是良定义的，即为 E 到 E 的映
射。根据定义可验证

θ(σ)θ(τ) = θ(στ)

对所有 σ, τ ∈ Gf 成立且 θ(e) = id, 其中 e 为 Gf

中单位元，即 Sn 中单位元，特别的

θ(σ)θ(σ−1) = θ(σ−)θ(σ) = id .

这说明 θ(σ)为双射。简单验证可得 θ(σ) ∈ AutK E.
取 ϕ = xi 有

θ(σ)(ξi) = ξσ(i), i = 1, · · · , n

成立。记 θ = θ(σ) 有 θ̃ = σ. 因此群同态

AutK E −→ Gf

θ 7→ θ̃

是群同构。
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习题 3.1

令 0 ⩽ d ∈ Q。证明 Q(
√
d)/Q 是伽罗瓦扩张。

证明. 如果
√
d ∈ Q,则 Q(

√
d) = Q,此时 Q(

√
d)/Q

显然是伽罗瓦扩张。
如果

√
d /∈ Q, 由习题 2.5 可得 AutQ Q(

√
d) =

{id, τ}. 其中

τ(a+ b
√
d) = a− b

√
d, a, b ∈ Q.

从而被 AutQ Q(
√
d) 固定的元素为

{a+ b
√
d | a+ b

√
d = a− b

√
d, a, b ∈ Q} = Q.

因此 Q(
√
d)/Q 是伽罗瓦扩张。

习题 3.2

设 E/K 为域扩张，L 和 M 是中间域。证明
AutLM E = AutLE

∩
AutM E。这里 LM 是

含 L 和 M 的最小子域。

证明. 由于 L ⊆ LM,M ⊆ LM , 因此

AutLM E ⊆ AutLE ∩ AutM E.

根据定义有 LM = L(M). 对任意 θ ∈ AutLE ∩
AutM E, 有 θ(u) = u 对所有 u ∈ L(M) = LM 成
立，即 θ ∈ AutLM E. 从而有 AutLM E = AutLE ∩
AutM E.

习题 3.3

如果 [E : K] = 2，则 E/K 是正规扩张。

证明. 令 u ∈ E\K, 根据习题 2.1 有 K(u) = E. 从
而 u 在 K 上的首 1 极小多项式 p(x) 是二次多项
式。在 E[x] 中有 x− u | p(x)，所以在 E[x] 中有因
式分解

p(x) = (x− u)(x− v)

这里 v ∈ E. 因此

E = K(u) = K(u, v)

是 p(x)在K 上分裂域，从而 E/K 是正规扩张。

习题 3.4

设 L为 E/K 的中间域，且 E/L和 L/K 是正
规扩张。举例说明 E/K 未必是正规扩张。

解: 令

K = Q, L = Q(
√
2), E = Q(

4
√
2).

则有

[E : L] = [L : K] = 2

由习题 3.3, E/L 和 L/K 都是正规扩张。然而 Q[x]

上不可约多项式 x4 − 2 在 E 中有根 4
√
2, 但 x4 − 2

在 C 中的根 4
√
2i /∈ E, x4 − 2 在 E[x] 中不能分解

为一次因式的乘积。所以 E/K 不是正规扩张。 □

习题 3.5

令 E/K 是正规扩张，L 为中间域。证明 L/K

为正规扩张当且仅当 L 是稳定中间域。

证明. 先证必要性. 假设 L/K 是正规扩张，对任意
u ∈ L，假设 p(x) ∈ K[x] 是 u 在 K 上的首 1 极小
多项式。由于 L/K 是正规扩张，因此 p(x) 在 L[x]

中可以分解为一次因式的乘积，即

p(x) = (x− u1) · · · (x− um),

其中 u = u1, u2, · · · , um ∈ L. 根据引理 2.16，对任
意 σ ∈ AutK E 有 σ(u) 也是 p(x) 在 E 中的根，从
而存在 1 ⩽ i ⩽ m 使得 σ(u) = ui ∈ L. 所以 L 是
E/K 的稳定中间域。

反过来，假设 L是 E/K 的稳定中间域，而 p(x)

为 K[x] 中首 1 不可约多项式且在 L 中有根 u. 由
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于 E/K 是正规扩张，因此 p(x) 在 E[x] 中可分解
为一次因式乘积

p(x) = (x− u1) · · · (x− um),

其中 u = u1. 对任意 ui, 1 ⩽ i ⩽ m, 由推论 3.18，
存在 σ ∈ AutK E 使得 σ(u) = ui. 由于 L 是 E/K

的稳定中间域，因此 ui ∈ L. 这样 u1, · · · , um 都属
于 L, 从而 p(x) 在 L[x] 中可分解为一次因式乘积。
这就证明了 L/K 是正规扩张。

习题 3.6

设 K 是域，考虑 u = f(x)
g(x)

∈ K(x) 且 u /∈ K，
其中 f(x) 与 g(x) 为 K[x] 中互素的多项式。
(1) 证明:

[K(x) : K(u)] = max{deg f(x), deg g(x)}

(2) 证明对于 K(x)/K 的任意中间域 E 6= K，
均有 [K(x) : E] <∞。

(3) 证明 x 7→ u 诱导了 K(x) 到 K(x) 的一个
同态 σ。特别地，σ 是 K(x) 上的 K 自同
构当且仅当 max{deg f(x), deg g(x)} = 1，
即 AutK K(x) 中的元素均形如

x 7→ ax+ b

cx+ d
, a, b, c, d ∈ K, ad− bc 6= 0.

(4) 设 G = {x 7→ x, x 7→ 1
1−x , x 7→ x−1

x
} ⊂

AutK K(x)。证明 G ⩽ AutK K(x)，并求
G′

证明. (1) 由于 u 不属于 K, 因此 f 和 g 中至少一
个为正次数多项式，从而 u 是 K 上的超越元。令 t

为 K(u) 上未定元并考虑 K(u)[t] 中元素

p(t, u) = f(t)− ug(t).

p(t, u) 可以看成 K(u) 上的一元多项式，并且 x

是 p(t, u) 在 K(x) 中的根，我们将证明 p(t, u) 是
K(u)[t] 中不可约多项式，从而说明

[K(x) : K(u)] = max{deg f(t), deg g(t)}.

将 p(t, u) 看作 K[u] 上的一元多项式，由于其系数
都是 u 或者 1, 所有系数整体互素，所以 p(t, u) 作

为 K[u] 上的一元多项式是本原的。由于 K[u] 是唯
一分解整环，由 Gauss引理，p(t, u)在 K(u)[t]中不
可约当且仅当它在 K[u][t] 中不可约。将 p(t, u) 看
作 K[t] 上关于 u 的一元多项式也是本原多项式 (f
与 g 互素), 因此 p(t, u) 在 K[t][u] 中不可约当且仅
当其在 K(t)[u] 中不可约，但 K(t)[u] 中 p(t, u) 是
关于 u 的一次多项式，显然不可约。最后，我们有

K[t][u] = K[u, t] = K[u][t].

因此 p(t, u) 在 K(u)[t] 中不可约，为 x 在 K(u) 上
的极小多项式，所以

[K(x) : K(u)] = max{deg f(t), deg g(t)}

= max{deg f(x), deg g(x)}.

(2) 由于 E 6= K, 因此 E 中必含形如

u =
f(x)

g(x)

其中 f(x) 与 g(x) 互素，且至少其中一个为正次数
多项式。由 (1) 有

[K(x) : E] ⩽ [K(x) : K(u)] <∞.

(3) 由 (1)，σ 为满射当且仅当 [K(x) : K(u)] = 1,
当且仅当 f(x) 与 g(x) 互素，且

max{deg f(x), deg g(x)} = 1,

从而 u = f(x)
g(x)
形如

ax+ b

cx+ d
, a, b, c, d ∈ K, ad− bc 6= 0.

(4) 记 G 中非恒等映射的两个元素:

σ : x 7→ 1

1− x
, τ : x 7→ x− 1

x

直接验证可知 στ = id, σ2 = τ . 因此 G 是由 σ 生
成的 3 阶循环群。根据命题 3.14, 我们有

[K(x) : G′] = |G| = 3.

另一方面，考虑

u = x+ σ(x) + τ(x)

=
x3 − 3x+ 1

x(x− 1)

则有 u ∈ G′, 从而有域扩张链

K(u) ⊆ G′ ⊆ K(x)
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由 (1) 有 [K(x) : K(u)] = 3, 从而

[G′ : K(u)] =
[K(x) : K(u)]

[K(x) : G′]
= 1

所以 G′ = K(u).

习题 3.7

证明 Q(x2) 为 Q(x)/Q 闭的中间域，但 Q(x3)

不是闭的中间域。

证明. 取 σ 为 x 7→ −x 诱导的 Q(x) 的自同构，则
G = 〈σ〉 为二阶循环群，由上一题的方法容易验证
G′ = Q(x2), 因此 Q(x2) 为 Q(x)/Q 的闭的中间域。
现假设 Q(x3) 也是 Q(x)/Q 闭的中间域, 根据

定义有 Q(x)/Q(x3)是伽罗瓦扩张。记 u = x3,则有
Q(x) = Q(u)(x) 且 [Q(x) : Q(u)] = 3. 这说明 x 在
Q(u) 上极小多项式为 3次。显然 x是 Q(u) 上三次
多项式 p(t) = t3 − u 的根，所以 p(t) 为 x 在 Q(u)

上极小多项式。由于 Q(x)/Q(x3) 是有限伽罗瓦扩
张，从而是正规扩张，p(t)在 Q(x)[t]能分解为一次
因式的乘积。但 p(t) 在 C(x) 中的三根 x, ωx, ω2x

中只有 x ∈ Q(x). 这说明 x 是 p(t) 在 Q(x) 中唯一
的根，从而 p(t) 在 Q(x)[t] 中不能分解为一次因式
乘积，产生矛盾。

习题 3.8

证明 Q(x) 作为 Q(x, y)/Q 的中间域，满足
Q(x)/Q 是伽罗瓦扩张，但 Q(x) 不是稳定的。

证明. 假设 Q(x)/Q不是伽罗瓦扩张，则存在 u /∈ Q
使得 σ(u) = u 对所有 σ ∈ AutQ Q(x) 成立，所以

AutQ Q(x) ⩽ AutQ(u) Q(x).

由习题 3.6, Q(x)/Q(u) 是有限扩张，从而
AutQ(u)Q(x) 是有限群，这导致 AutQ Q(x) 是有限
群。但根据习题 3.6 的 (3) 可得

AutQ Q(x) ∼= PGL2(Q)

x 7→ ax+b
cx+d

7→

[
a c

b d

]

这里两个映射相同当且仅当对应的两个矩阵中
其中一个矩阵是另一个矩阵的非零数量倍。由于
PGL2(Q) 是无限群，产生矛盾！

习题 3.9

对于有限扩张 F/K，证明存在有限扩张 L/F

满足下面三条性质:
(1). L/K 是正规扩张.
(2). 如果 L/F 的中间域 M 是 K 的正规

扩张，则 M = L.
(3). 如果 E/F 也满足 (1) 和 (2), 那么存

在域同构 σ : E → L 使得 σ|F = id.
注：此时 L 称为 F/K 的正规闭包 (normal
closure)

证明. 由于 F/K 是有限扩张，可假设

F = K(u1, · · · , um)

其中 u1, · · · , um 是 K 上的代数元，设它们在 K 上
的极小多项式分别为 f1(x), · · · , fm(x) 并令

f(x) =
m∏
i=1

fi(x).

假设 L 为 f(x) 在 L 上的一个分裂域。我们断言 L

满足 (1)(2). 假设 X 为 f(x) 在 L 中所有根组成的
集合，则有 u1, · · · , um ∈ X, 从而

K(X) = F (X) = L.

所以 L 也是 f(x) 在 K 上的分裂域。因此 L/K 是
正规扩张, L 满足 (1).
假设 M ⊇ F 是 L/K 中间域且 M/K 是正规

扩张。对任意 i = 1, · · · ,m, 由于 K[x] 中不可约
多项式 fi(x) 在 M 中有根 ui, 由正规扩张的定义，
fi(x) 在 M [x] 中可分解为一次因式乘积. 因此 f(x)

在 M [x] 中可分解为一次因式乘积。由分裂域的极
小性得 M = L. 这说明 L 满足 (2).
现假设 E 是 F 的有限扩张且满足 (1)(2). 由

E/K 是正规扩张可知每个 fi(x) 在 E[x] 中都可以
分解为一次因式的乘积，所以 E 包含 f(x)在 K 上
的一个分裂域 M . 由于 M 含有 f(x) 在 E 中所有
根，特别的, u1, · · · , um ∈ M , 从而 F ⊆ M . 这样
M ⊇ F 且 M/K 是正规扩张，根据 (2) 得 E =M .
这样 E 也是 f(x)在 K 上的分裂域，从而也是 f(x)

在 F 上的分裂域。由分裂域的唯一性，存在 F 域
同构 σ : E → L 使得 σ|F = id.



第四章 分裂域作为伽罗瓦扩张

习题 4.1

设 charK = p > 0。证明 u ∈ E 是 K 上的可
分元当且仅当 K(u) = K(up)。

证明. ⇒. 假设 g(x) ∈ K(up)[x] 是 u 在 K(up) 上
的极小多项式，则

g(x) | xp − up = (x− u)p

由于 u是K 上的可分元，从而也是K(up)上的可分
元，因此 g(x)在 K(u)内无重根，因此 g(x) = x−u,
所以 u ∈ K(up).

⇐. 由 u ∈ K(up) = K[up] 知存在 f(x) ∈ K[x]

使得
u = f(up).

因此 u 在 K 上的极小多项式整除

g(x) = f(xp)− x

计算可得 g′(x) = −1, 因此 g(x) 与 g′(x) 互素，从
而 g(x) 在其分裂域内无重根. 所以 u 是 K 上的可
分元。

习题 4.2

设 charK = p > 0，[E : K] 有限且不能被 p

整除。证明:E/K 是可分扩张。

证明. 令 f(x) ∈ K[x] 是 u ∈ E 在 K 上的极小多
项式，则

deg f(x) = [K(u) : K] | [E : K]

但 p ∤ [E : K], 因此 p ∤ deg f(x), 从而 f ′(x) 6= 0. 所
以 u 是 K 上的可分元，E/K 为可分扩张。

习题 4.3

设 u 在 K 上可分，v 在 K(u) 上可分。证明 v

在 K 上可分。

证明. 令 f(x) ∈ K[x] 是 u 在 K 上的极小多项式,
L 为 f(x) 在 K 上含 u 的分裂域. 由假设 f(x) 是
K 上的可分多项式，从而 L/K 是有限伽罗瓦扩张。
令 g(x) 为 v 在 L 上极小多项式，并令 E 为

h(x) :=
∏

σ∈AutK L

σg(x)

在 L 上含 v 的分裂域。由 v 在 K(u) 上可分，而
K(u) ⊆ L，因此 v 在 L 上可分，g(x) 是 L 上的
可分多项式，从而对任意 σ ∈ AutK L, σg(x) 也在
L 上可分。所以 h(x) 是 L 上的可分多项式，从而
E/L 是有限伽罗瓦扩张。对任意 σ ∈ AutK L, 有
σh(x) = h(x),由定理 2.14, σ 可以扩展为 E 上自同
构。由命题 4.4, E/K 为有限伽罗瓦扩张，特别的 v

是 K 上的可分元。

习题 4.4

设 f(x) ∈ K[x] 为 m 6= 0 次不可约多项式，且
charK 不能整除 m。证明 f 为可分多项式。

证明. 显然 f ′(x) 的首项非零，从而 f(x) 可分。

习题 4.5

设 u1, · · · , un 是 K 上的可分元。证明
K(u1, · · · , un)/K 是可分扩张。

证明. 对 i = 1, · · · , n, 令 fi(x) 为 ui 在 K 上的极
小多项式，由假设可知

f(x) =

n∏
i=1

fi(x)

是 K 上的可分多项式，令 E 为 f(x) 在 K 上含
u1, · · · , un 的分裂域，则有 E/K 是可分扩张，而
K(u1, · · · , un) ⊆ E, 因此 K(u1, · · · , un) 是 K 的可
分扩张。

9
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习题 4.6

令 E = K(u, v)其中 u, v 为 K 上的代数元，且
u 是 K 上的可分元。证明 E/K 是单扩张。

证明. 由上面习题 4.3 的证明可得 E/K 是有限可
分扩张，根据引理 4.14 得 E/K 是单扩张。

习题 4.7

设 E/K 为代数扩张。
(1) 如果 K 为完全域，问 E 是否为完全域？
(2) 如果 E 为完全域，问 K 是否为完全域？

证明. (1) 正确。实际上，对任意 E 上的代数元 u,
由于 E/K 是代数扩张，因此 u 也是 K 上的代数
元。由于 K 是完全域，因此 u 是 K 上的可分元，
从而也是 E 上可分元。这说明 E 上所有的代数元
都是 E 上的代数元，从而 E 是完全域。

(2) 不一定。例如由例 4.9, K = Zp(t) 不是完
全域，但其代数闭包 E 总是完全域且为 K 的代数
扩张。

习题 4.8

设 L 和 M 是域扩张 F/K 的两个中间域，且
L/K 是有限伽罗瓦扩张。证明 LM/M 也是有
限伽罗瓦扩张，且 AutM LM ∼= AutL∩M L。

证明. 由于 L/K 是有限伽罗瓦扩张，由定理 4.2 及
其证明，L 是 K[x] 中某个可分多项式 f(x) 在 K

上的分裂域。假设 f(X) 在 L 中所胡根组成的集合
为 X，则 L = K(X). 由于 K ⊆ M , 因此 f(x) 在
M 上也是可分的。现在

LM =M(L) =M(K(X)) =M(x)

是 f(x) 在 M 上分裂域，再由定理 4.2 得 LM/M

是有限伽罗瓦扩张。

现在考虑域扩张 LM/K. 由上一章引理 3.8, L
为 LM/K 的稳定中间域，从而有群同态

θ : AutK LM −→ AutK L
σ 7→ σ|L

在这个环同态下，σ ∈ AutM LM 的像 σ|L 正好属
于 AutL∩M L. 这样我们得到交换图

AutK LM AutK L

AutM LM AutL∩M L

θ

θ

我们将证明第二行的群同态为群同构。令 H = Im θ.
在域扩张 L/(L ∩M) 中

H ′ = {u ∈ L | σ|L(u) = u, ∀σ ∈ AutM LM}

显然 L∩M ⊆ H ′. 另一方面，由于 LM/M 是伽罗
瓦扩张，对任意 u ∈ L\M , 都存在 σ ∈ AutM LM

使得 σ(u) 6= u. 因此 H ′ ⊆ M . 所以 H ′ = L ∩M .
由于 L/K 是有限伽罗瓦扩张，根据伽罗瓦对应有

H = H ′′ = (L ∩M)′ = AutL∩M L,

即 θ为满射。另一方面，假设 σ ∈ Ker θ,则有 θ(u) =

u 对所有 u ∈ L 成立。由于 σ ∈ AutM LM 本来就
固定 M 中元素，由此 θ 固定 LM 中所有元素，从
而 σ = id. 这说明 θ 为单射。所以 θ 是群同构。

习题 4.9

设 u ∈ R，n ∈ N+。若 un ∈ Q且 (u+1)n ∈ Q，
证明 u ∈ Q。（提示：考虑 Q(u, ζ)/Q，其中 ζ

为 n 次本原单位根。）

证明. 令 ζ ∈ C 为 n 次本原单位根，则 xn − un 在
C 中的根为

u, ζu, · · · , ζn−1u,

因此 Q(u, ζ) 为 xn − un ∈ Q[x] 在 Q 上的分裂域。
类似的，它也是 xn− (u+1)n 在 Q 上的分裂域. 所
以 Q(u, ζ)/Q 是伽罗瓦扩张。下面这们将证明 u 被
AutQ Q(u, ζ) 中所有元素固定，从而说明 u ∈ Q.
对任意 σ ∈ AutQ Q(u, ζ). σ(u) 必为 xn − un

的根，而 σ(u+1) 也是 xn− (u+1)n 的根，因此存
在 0 ⩽ a, b ⩽ n− 1 使得

σ(u) = ζau, σ(u) + 1 = σ(u+ 1) = ζb(u+ 1).

所以 ζau+ 1 = ζb(u+ 1), 从而

ζa−bu+ ζ−b = u+ 1.

若 a = 0 或者 b = 0, 则 σ(u) = u; 若 a = b, 则
ζ−b = 1, 从而 a = b = 0, 同样有 σ(u) = u.
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若 a, b 均不为零且不相等，则

1, ζ−b, ζa−b

为三个互不相同的 n 次单位根，同时也是复平面上
单位圆上互不相同的三个点。但由上面的等式，我
们有

u =
1− ζ−b

ζa−b − 1
∈ R.

这说明复平面内，1, ζ−b, ζa−b 在同一条直线上，这
显然不可能。因此我们总有 σ(u) = 0 对所有 σ ∈
AutQ Q(u, ζ) 成立，从而 u ∈ Q.
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习题 5.1

令 x4 + ax2 + b ∈ K[x](charK 6= 2) 为不可约
多项式，其伽罗瓦群为 G。证明：
(1) 如果 b 是 K 中的平方数，则 G ∼= K4。
(2) 如果 b 不是 K 中的平方数，b(a2 −

4b) 是 K 中的平方数，则 G ∼= C4。
(3) 如果 b 和 b(a2 − 4b) 都不是 K 中的平方
数，则 G ∼= D4。

证明. 在这个证明中，我们记

f(x) = x4 + ax2 + b.

由于 charK 6= 2,因此 f ′(x) 6= 0. 这说明 K[x]中不
可约多项式 f(x) 在 K 上可分，因此 f(x) 在 K 上
的分裂域 E 是 K 上的伽罗瓦扩张且 f 的伽罗瓦群
G = AutK E是 f(x)在 E 中四个根 u1, u2, u3, u4的
置换群的可迁子群。根据 f(x)的形式，如果 f(u) =

0 则有 f(−u) = 0, 因此可假设

u2 = −u1, u4 = −u3

对任意 σ ∈ G 有

σ(u2) = −σ(u1), σ(u4) = −σ(u3)

所有满足这个条件的 u1, u2, u3, u4 的置换构成的集
合为

H =


id, (u1u2), (u3u4), (u1u2)(u3u4),
(u1u3u2u4), (u1u3)(u2u4),

(u1u4)(u2u3), (u1u4u2u3)


G 为 H 的可迁子群。而 H 的可迁子群有 H ∼= D4

本身,

K4 =

{
id, (u1u2)(u3u4),
(u1u3)(u2u4), (u1u4)(u2u3)

}
,

C4 =

{
id, (u1u3u2u4),
(u1u2)(u3u4), (u1u4u2u3)

}
.

此时 b = u1u2u3u4 = (u1u3)
2,

如果 b 是 K 中平方数, 则 u1u3 ∈ K. 此时 G

中所有元素都固定 u1u3. 在 H 中 (u1u2) 作用在
u1u3 上得到 u2u3 = −u1u3，这说明 G 6= H; 在 C4

中，(u1u3u2u4) 作用在 u1u3 上得到 u3u2 = −u1u3,
这说明 G 6= C4，所以此时 G = K4.

如果 b 不是 K 中的平方数，即 u1u3 /∈∈ K,
由于 E/K 是伽罗瓦扩张，因此存在 σ ∈ G 使得
σ(u1u3) 6= u1u3. 这说明 G 6= K4.
另外，由于

a = −(u21 + u23),

计算可得

b(a2 − 4b) = (u1u3)
2(u21 − u23)

2

= (u1u3(u
2
1 − u23))

2

记 γ := u1u3(u
2
1 − u23).

如果 b(a2 − 4b) 是 K 中的平方数，则 γ ∈ K,
从而被 G中所有元素固定。由于 H 中 (u1u3)(u2u4)

不固定 γ, 因此此时 G 6= H；

如果 b(a2 − 4b) 不是 K 中平方数，则存在 G

中元素 σ 使得 σ(γ) 6= γ. 但 C4 中所有元素都固定
γ, 因此此时 G 6= C4.

综上所述，在情形 (1) 时，b 是平方数，从而
G = K4；在情形 (2)时，b不是平方数，而 b(a2−4b)

是平方数，G 既不是 K4，也不是 H, 只能是 C4; 在
情形 (3) 时，G 既不是 K4，也不是 C4, 只能是
H ∼= D4.

习题 5.2

设 n > 2，ξ 为 n 次本原单位根。证明 [Q(ξ +

ξ−1) : Q] = φ(n)/2.

证明. 令 u = ξ + ξ−1, 则有

ξ2 − uξ + 1 = 0

12
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这说明 [Q(ξ) : Q(u)] ⩽ 2. n > 2 保证了 ξ 不是实
数，但 u 是实数，因此 Q(ξ) 6= Q(u). 因此

[Q(ξ) : Q(u)] = 2.

另一方面，由于

[Q(ξ) : Q] = |AutQ Q(ξ)| = |Un| = φ(n),

所以 [Q(u) : Q] = φ(n)/2.

习题 5.3

令 K 为域，K 为 K 的代数闭包，σ ∈ AutK K。
令 F = {u ∈ K | σ(u) = u}。证明 F 是域，
且 F 的每个有限扩张都是循环扩张。

证明. 根据定义 F 是由 σ 生成的循环群

〈σ〉 ⩽ AutK K

固定的所有元素构成的, 容易验证 F 是域。
现在假设 L/F 是有限扩张，由于 K 也是 F 的

代数闭包，我们可以假设 L ⊆ K. 假设

L = F (u1, · · · , um)

并假设 ui 在 F 上的极小多项式为 fi(x), i =

1, · · · ,m. 令 U 为

f(x) = f1(x) · · · fm(x)

在 K 中所有根构成的集合。那么，E = F (U) 包含
L, 为 f(x) 在 F 上的分裂域。由于 σ|F = id, 因此
σ(U) ⊆ U , 从而 σ(E) ⊆ E. 这样有 σ|E ∈ AutF E，
从而 G := 〈σ|E〉 ⩽ AutF E 是有限循环群。另外，
显然

F = {u ∈ E | σ(u) = u}

是 G 在 E 中固定的所有元素构成的子域。根据命
题 3.14，E/F 是有限伽罗瓦扩张且 AutF E = G是
循环群，特别的，AutF E 的所有子群都是正规子群，
根据伽罗瓦基本定理，L/F 是伽罗瓦扩张且

AutF L ∼= AutF E/(AutLE)

是循环群 AutF E 的商群，从而也是循环群。所以
L/F 是循环扩张。

习题 5.4

设 charK = p 6= 0。令 Kp = {up−u | u ∈ K}。
证明：
(1) 存在 K 的 p 次循环扩张 F 当且仅当 K 6=

Kp。
(2) 如果存在 K 的 p次循环扩张，则对于任意
的 n ⩾ 1，存在 K 的 pn 次循环扩张。

证明. (1) 对 a ∈ K, 我们记

fa(x) = xp − x− a.

由于 f ′
a(x) = −1, 与 fa(x) 互素，因此 fa(x) 是 K

上的可分多项式。

(1) 如果 K 6= Kp, 则存在 a ∈ K 使得 fa(x) 在
K 中没有根。假设 θ 为 fa(x) 在 K 上分裂域 L 中
的一根。根据 fa(x) 的特点

θ, θ + 1, · · · , θ + p− 1

均为 fa(x)在 L中的根且互不相同，因此 L/K 是伽
罗瓦扩张。对任意 AutK L中非单位元 σ,有 σ(θ) =

θ + i, 其中 0 < i < p. 这样有 σm(θ) 6= θ 对所有
1 ⩽ m < p 成立，从而 σ 的阶大于等于 p. 所以

p ⩽ |〈σ〉| ⩽ |AutK L| = [L : K] = deg fa = p.

这导致 |AutK L| = p 必为循环群。

假设 L/K 是 p次循环扩张，并假设 AutK L =

〈σ〉. 根据假设 o(σ) = p. 由于 TrL/K(1) = p = 0,由
习题 5.6结论 (2),存在 β ∈ L使得 1 = σ(β)−β. 显
然 β /∈ K (否则 σ(β)−β = 0). 如此一来 L = K(β)

且 σ(β) = β + 1, 从而 L = K(β) 是 K 系数多项式

g(x) =
∏

σ∈AutK L

(x− σ(β)) =

p−1∏
i=0

(x− β − i)

在 K 上的分裂域。由上面的讨论可知 g(x) = xp −
x− 1. 由于 g(x)在 K 中没有根，这也说明 1 /∈ Kp,
从而 K 6= Kp.

(2) 我们对 n 用数学归纳法，根据假设结论在
n = 1 时成立。现假设 n > 1 且 L/K 是 pn−1 次循
环扩张且 AutK L = 〈σ〉. 由引理 5.7，存在 u ∈ L

使得

TrL/K(u) =
pn−1−1∑
i=0

σi(u) 6= 0,
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其中 TrL/K 的定义见习题 5.6. 令

α =
u

TrL/K(u)

则有 TrL/K(α) = 1. 由 charL = p 和 Tr 的定义有

TrL/K(αp) = TrL/K(α)p = 1.

所以 TrL/K(αp−α) = 0. 根据习题 5.6结论 (2)，存
在 v ∈ L∗ 使得

αp − α = σ(v)− v.

如果 fv = xp − x− v 在 E 中有根 β, 那么它的全部
根为 β + i, i = 0, · · · , p− 1. 这样

αp − α = σ(v)− v

= σ(βp − β)− (βp − β)

= (σ(β)− β)p − (βp − β).

这说明 α 和 σ(β)− β 都是多项式 xp−x−σ(v)+ v

的根，从而存在 i = 0, · · · , p− 1 使得

α+ i = σ(β)− β.

两边取 TrL/K 得

TrL/K(α) + pn−1i = 0.

这导致 TrL/K(α) = 0, 这与 TrL/K(α) = 1矛盾。所
以 xp − x− v 在 L 中没有根，根据 (1) 的证明，其
在 L 上的分裂域 E 是 L 上的 p 次循环扩张。

现在假设 β 为 fv(x) 在 E 中根，则 α + β 是
σfv(x) = xp − x− σ(v) 在 E 中的根。容易发现 E

也是 σfv(x) 在 L 上分裂域。因此 σ ∈ AutK L 可
以拓展为 σ̃ ∈ AutK E 且 σ̃(β) = α+ β. 对 k ⩾ 1:

σ̃k(β) = β +
k−1∑
i=0

σi(α).

由于 o(σ) = pn−1，因此 o(σ̃) ⩾ pn−1. 注意到

σ̃p
n−1

(β) = β + TrL/K(α) = β + 1,

所以 o(σ̃) > pn−1. 同时

σ̃p
n

(β) = β + p = β,

σ̃p
n |L = σp

n |L = id, 而 E = L(β). 所以 σ̃p
n

= id,
从而 o(σ̃) | pn. 综合起来有 o(σ̃) = pn. 最后，由

于 [E : K] = [E : L] · [L : K] = pn. 根据命题 4.4，
E/K 是伽罗瓦扩张，这导致

|AutK E| = pn = |〈σ̃〉|,

所以 AutK E = 〈σ̃〉 为循环群，E/K 为 pn 次循环
扩张。

习题 5.5

如果 charK = p 6= 0，则对于 xp − a ∈ K[x]

的任意根 u，K(u) 6= K(up) 当且仅当 [K(u) :

K] = p。

证明. 由于

xp − a = xp − up = (x− u)p,

u 在 K 上的首 1 极小多项式 g(x) = (x− u)m 必然
满足 m | p. 否则，n = km+ r 且 0 < r < m, 则有
(x− u)r ∈ K[x] 且以 u 为根，从而 g(x) | (x− u)r,
产生矛盾。这样可得 m = 1 或者 p。m = 1 当且仅
当 u ∈ K, 此时 K(u) = K = K(up).

当 m = p 时, g(x) = (x − u)m 不可约，此时
[K(u) : K] = p，且 u 不是 K 上的可分元，根据习
题 4.1 的结果知 K(u) 6= K(up).

习题 5.6

假设 L/K 为有限伽罗瓦扩张, G = AutK L 为
相应的伽罗瓦群。对任意 α ∈ L, 我们定义:

NL/K(α) =
∏
τ∈G

τ(α), TrL/K(α) =
∑
τ∈G

τ(α).

则 N(α) 和 Tr(α) 都属于 K. 现假设 L/K 是
循环扩张而 AutK L = 〈σ〉. 证明：对 α ∈ L∗,
NL/K(α) = 1 当且仅当存在 β ∈ L∗ 使得 α =
σ(β)
β

, TrL/K(α) = 0 当且仅当存在 β ∈ L 使得
α = σ(β)− β.

证明. 假设 o(σ) = n. 由定义，如果 α =
σ(β)

β
, 则

NL/K(α) =
n−1∏
i=0

σiσ(β)

σi(β)
= 1.

如果 α = σ(β)− β, 则有

TrL/K(α) =
n−1∑
i=0

σi(σ(β)− β) = 0.



参考答案 15

反过来，假设 NL/K(α) = 1. 令

θ =
n−1∑
k=0

(
k∏
i=0

σi(α)

)
σk.

则有

α · σθ = α ·
n−1∑
k=0

(
k∏
i=0

σi+1(α)

)
σk+1

=
n−1∑
k=0

(
k+1∏
i=0

σi(α)

)
σk+1.

因此

α · σθ − θ =

(
n∏
i=0

σi(α)

)
σn − α id

= αNL/K(α) id−α id = 0.

显然 θ 6= 0, 存在 u ∈ L, 使得 θ(u) 6= 0. 但有

ασθ(u)− θ(u) = 0,

令 β =
1

θ(β)
, 则有 α =

σ(β)

β
.

现假设 TrL/K(α) = 0, 类似的，可定义

θ =
n−1∑
k=0

(
k∑
i=0

σi(α)

)
σk.

则有

σθ − θ = −α(id+σ + · · ·+ σn−1).

令 u ∈ L 使得 TrL/K(u) 6= 0, β = − θ(u)

TrL/K(u)
, 则

σθ(u)− θ(u) = −αTrL/K(u)

两边同除以 −TrL/K(u) 可得 α = σ(β)− β.

习题 5.7

假设 f(x) ∈ K[x] 为域 K 上的可分多项式，
ξ1, · · · , ξn 为 f(x) 在 K 上的分裂域 E 中所有
互不相同的根。由引理 4.14, 存在 u ∈ E 使得
E = K(u) = K[u] 为单扩张。因此存在多项式
ϕ1(x), · · · , ϕn(x) ∈ K[x] 使得 ξi = ϕi(u). 令
p(x) 为 u 在 K 上的极小多项式。
(1) 证明: 对任意 p(x) 在 E 中的根 v,

ϕ1(v), · · · , ϕn(v)是 ξ1, · · · , ξn的一个排列。

(2) 在 (1) 中，记

σv =

(
ξ1 · · · ξn

ϕ1(v) · · · ϕn(v)

)

为 ξ1, · · · , ξn 的置换. 令 G 为所有 σv 构
成的集合，其中 v 取遍 p(x) 在 E 中的所
有根。证明: G 是群且与 AutK E 同构。

证明. 在这个证明中，我们假设 [E : K] = m. 由于
E/K 是单扩张，因此 m = deg p(x).

(1) 由于 E 是 f(x) 在 K 上的分裂域，E/K

为伽罗瓦扩张，而 p(x) 在 E 中有根 u, 所以 p(x)

在 E[x] 中可以分解为 m 个互不相同的一次因式
乘积，p(x) 在 E 中有 m 个互不相同的根。对任
意 p(x) 在 E 中的根 v，有 K ⊆ K(v) ⊆ E 且
[K(v) : K] = deg p(x) = m, 从而 E = K(v). 由引
理 2.10，存在 σ ∈ AutK E 使得 σ(u) = v. 由于 σ

给出 f(x) 所有互不相同的根的一个转换，因此

σϕ1(u), · · · , σϕn(u)

是 f(x) 的 n 个根的转换。注意到 ϕi(x) ∈ K[x], 所
以

σϕi(u) = ϕi(σ(u)) = ϕi(v)

对所有 i = 1, · · · , n成立。因此 ϕ1(v), · · · , ϕn(v)是
ξ1, · · · , ξn 的一个排列。

(2) 对 p(x) 的根 v, 记 θv 为 AutK E 中使得
θv(u) = v 的元素，一共有 m 个这样的元素，但
|AutK E = [E : K] = m, 因此 AutK E 恰由所有这
样的元素组成。记 X = {ξ1, · · · , ξn}, 则 G 是下面
群同态的像集

AutK E −→ S(X), θ 7→ θ|X

由推论 2.17 前面的讨论，这个群同态是单射，从而
有 AutK E ∼= G.



第六章 根式扩张与可解群

习题 6.1

假设 F/K 为根式扩张，E 为中间域。证明：
F/E 为根式扩张。

证明. 可假设有域扩张链

K ⊆ K(u1) ⊆ · · · ⊆ K(um) = F,

且存在正整数 n1, · · · , nm 使得

uni

i ∈ K(u1, · · · , ui−1), i = 1, · · · ,m.

由于 K ⊆ E ⊆ F , 显然有

E ⊆ E(u1) ⊆ · · · ⊆ E(um) = F,

且
uni

i ∈ E(u1, · · · , ui−1), i = 1, · · · ,m.

因此 F/E 是根式扩张。

习题 6.2

假设 F/E，E/K 为根式扩张。证明：F/K 为
根式扩张。

证明. 将两个域的扩张链接起来即得。

习题 6.3

假设 F/K 为根式扩张，N/F 为 F/K 的正规
闭包 (参见第 3 章习题 9 )。证明：N/K 为根
式扩张。

证明. 假设 F = K(u1, · · · , un), 而 fi(x) ∈ K[x]

是 ui 在 K 上的极小多项式。令 E 为 f(x) =

f1(x) · · · fn(x) 在 F 上的分裂域。根据定理 6.5 的
证明, E/K 是根式扩张。根据习题 3.9 的证明 E 是
F/K 的正规闭包。由正规闭包的唯一性, 存在域的
F 同构 σ : E → N . 从而 N/K 也是根式扩张。

习题 6.4

令 f(x) ∈ K[x] 为 n ⩾ 5 次不可约多项式，
u 为 f(x) 在其分裂域 F 中的一个根。假定
AutK F ∼= Sn。证明：
(1) K(u)/K 不是伽罗瓦扩张；AutK K(u) 可
解。

(2) 不存在 K 的根式扩域 E 使得 K ⊂
K(u) ⊂ E.

证明. (1) 由假设 f(x) 在 F 中必有 n 个互不相同
的根

u = u1, u2, · · · , un

(如果只有 m < n 个互不相同的根，则 AutK F 同
构与 Sm 的一个子群，与 AutK F ∼= Sn 矛盾.) 并
且，限制映射

AutK F −→ S(u1, · · · , un)

是群同构。
如果 K(u) 是伽罗瓦扩张，由于 f(x) 不可约且

在 K(u) 中有根 u, 所以 f(x) 在 K(u) 上可分解为
一次因式乘积，从而 K(u) 是 f(x) 在 K 上的分裂
域，这导致 K(u) = F . 所以

n = deg f = [F : K] ⩾ |AutK F | = n!

这导致矛盾！
现计算 AutK(u) F , 它恰为 AutK F 中保持 u =

u1 不变的元素，因此 AutK(u) F ∼= Sn−1. 假设 K(u)

中有 m个 f(x) 在 F 中的根，则 AutK(u) F 中元素
也可解释为 AutK F 中保持这 m 个根不变的元素，
从而 AutK(u) F ∼= Sn−m, 从而 Sn−1

∼= Sn−m. 由于
n ⩾ 5, 这导致 m = 1, 也就是说 K(u) 中只有 u 这
一个 f(x) 根。由于 AutK K(u) 中任意元素必将 u

映为 f(x)的根，这导致 AutK K(u) = {id}, 当然是
可解群。

(2) 如果存在根多扩张 E/K 包含 K(u), 令 K̄

为 E 的代数闭包，则它同时也是 K 的代数闭包，

16
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即 K[x] 中所有多项式在 K 上的分裂域，可不妨设
F ⊆ K̄. 现对任意 ui, 存在 K 同构

σi : K(u) → K(ui)

使得 σi(u) = ui. 根据分裂域的唯一性 (或者代数
闭包的唯一性), σi 可以拓展为 K̄ 的自同构 σ̄i, 令
Ei = σ̄i(E), 则 Ei/K 也是根式扩张，利用定理 6.5
证明中的方法可得

n∏
i=1

Ei

是K上的根式扩张且包含 F ,根据推论 6.7，AutK F
为可解群，这与 Sn(n ⩾ 5) 不可解矛盾！

习题 6.5

判断 f(x) = x5+x4−x3− 4x2− 4x− 2 ∈ Q[x]

能否根式解。

解: 可以在 Z[x] 中分解因式

f(x) = (x2 + x+ 1)(x3−2x−2)

从而发现 f(x) 可根式解。

题目修改: 将 f(x) 改为

f(x) = x5 + x4 − x3 − 4x2 − 4x+ 2.

首先确定 f(x)在Q[x]中不可约。首先 f(±1), f(±2)

都非零，因此 f(x) 没有有理根，从而在 Q[x] 中没
有一次因式。假设 f(x) 在 Q[x] 中可约，则其也在
Z[x] 中可约，必能在 Z[x] 分解为一个首 1 二次不
可约因式和一个首 1 三次因式的乘积, 假设首 1 二
次因式为 h(x) = x2 + ax+ b, 则有

h(0) | f(0) = 2, h(−1) | f(−1) = 3.

从而 b = h(0) = ±1,±2,

h(−1) = 1− a+ b = ±1,±3.

根据取值可唯一确定 h(x), 再逐一验证发现 h(x) ∤
f(x), 产生矛盾，从而确定 f(x) 没有 2 次整系数因
式，所以 f(x) 不可约。进一步计算

f ′(x) = 5x4 + 4x3 − 3x2 − 8x− 4,

f ′′(x) = 20x3 + 12x2 − 6x− 8.

计算 g(x) = f ′′(x− 1
5
) 为

g(x) = 20x3 − 42

5
x− 162

25
.

计算 g(x) 的判别式

∆2 = −4×
(
− 42

100

)3

− 27×
(
−162

500

)2

< 0.

这说明 g(x)只有 1个实数根，从而 f ′′(x)只有一个
实数根，f ′(x) 只有一个极值点 (极小值)。同时，注
意到 f ′(0) = −4 < 0, 从而 f ′(x) 有一正一负两根。
这说明 f(x) 有两个极值点, 一个极大值点，一个极
小值点。现在由于 f(0) = 2 > 0, 而 f(1) = −6 < 0,
因此 f(x) 的极大值为正，极小值为负。由此可确
定 f(x) 恰有 3 个实数根。根据定理 5.8，f(x) 在
Q 上的伽罗瓦群为 S5, 不可解，从而 f(x) 不能根
式解。



第七章 尺规作图

习题 7.1

证明: 角 α 可以利用尺规作图三等分，当且仅
当，4x3 − 3x− cosα 在 Q(cos(α)) 中有根。

证明. 令 θ =
α

3
, 则 θ 尺规可作当且仅当 cos θ 从

Q(cosα) 出发尺规可作。
记 f(x) = 4x3 − 3x − cosα，如果 f(x) 在

Q(cosα) 中没有根，那么 f(x) 为 Q(cosα) 上不可
约多项式，从而有

[Q(cosα, cos θ) : Q(α)] = 3,

这导致 cos θ 从 Q(cosα) 出发尺规不可作。如果
f(x) 在 Q(α) 中有根，要么 cos θ 属于 Q(cosα), 要
么 cos θ 是 f(x) 在 Q(α)[x] 中二次不可约因式的
根。无论哪种情况，cos θ 都是从 Q(α) 出发尺规可
作的。

习题 7.2

证明：任给平面上三条平行线，通过尺规作图
可作正三角形，使得其三个顶点分别在这三条
平行线上。

证明. 见下图

z1

z2
z3

可以中间一条线为复平面的虚轴，其余两条中
一条直线为复平面上实部为 1 的点对应的直线，此
时，另一直线为对应实部为 u 的复数形成的直线。

可假设正三角形的一个顶点为 z1 = 0, 取

z2 = 1 +
1− 2u√

3
i, z3 = u+

2− u√
3
i

显然 z2, z3 都从 Q(u)出发尺规可作，简单验证可知

z2(cos π
3
+ i sin π

3
) = z3

从而 z1, z2, z3 构成正三角形的三个顶点。

习题 7.3

正 9 边形是否尺规可作？给定三角形，是否可
以通过尺规作图做出一个正方形使得其与所给
三角形面积相同？

证明. 由于 9 = 32，根据定理 7.8，正 9 边形尺规不
可作。
对一个三角形，假设其三边长为 a, b, c，由

Heron 公式，其面积为

A =
√
s(s− a)(s− b)(s− c)

其中
s =

a+ b+ c

2
.

要求作的正方形的边长为
√
A. A 是一个 Q(a, b, c)

上二次多项式的根，因此从 Q(a, b, c) 出发尺规可
作，从而

√
A 也从 Q(a, b, c) 出发尺规可作。所以，

对任意三角形都可以用尺规作图作出与之面积相同
的正方形。

习题 7.4

假设 c 为 4 次有理系数不可约多项式 g(x) 的
根，Gal(g) 为 g(x) 在 Q 上的伽罗瓦群。证明:
c 尺规可作当且仅当 Gal(g) 不同构于 A4 或者
S4.

证明. 根据定理 7.5(3), c尺规可作当且仅当 g(x)在
Q 上分裂域 E 是 Q 上扩张次数是 2 的方幂。由于
g(x) 在 Q 可分，因此 E/Q 是伽罗瓦扩张，从而
|Gal(g)| = [E : Q] 是 2 的方幂。由于 Gal(g) 是 S4

的可迁子群 (C4, D4, A4, S4), 其中阶数为 2 的方幂
的是 C4 和 D4, 即不同构于 A4 或者 S4.
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习题 7.5

利用 cos 5θ = 16 cos5 θ − 20 cos3 θ + 5 cos θ 证
明：如果角 φ满足 cosφ =

5

7
, 那么不能用尺规

作图将 φ 五等分。

证明. 令 θ =
φ

5
. 则 cos θ 是多项式

f(x) = 16x5 − 20x3 + 5x− 5

7

的根。根据 Eisenstein 差别法 (取 p = 5), 7f(x) 在
Q 上不可约，从而有

[Q(cos θ) : Q] = 5

不是 2的方幂，根据推论 7.6，cos θ 尺规不可作，从
而 θ 尺规不可作，尺规作图不能将 φ 五等分。



第八章 e 和 π 的超越性

习题 8.1

假设 F/K 为域扩张，α1, · · · , αn ∈ F. 证
明：α1, · · · , αn 在 K 上代数无关当且仅当
α1, · · · , αn−1 在 K 上代数无关且 αn 是
K(α1, · · · , αn−1) 上的超越元。

证明. 对任意 r ⩾ 0, 关于 a1, · · · , an−1 的多项式

fr(a1, · · · , an−1) =
∑

λ
(r)
d1,··· ,dn−1

ad11 · · · adn−1

n−1

则等式 (∗): ∑
r⩾0

fr(a1, · · · , an−1)a
r
n = 0

等价于 ∑
λ
(r)
d1,··· ,dn−1

ad11 · · · adn−1

n−1 a
r
n = 0

如果 a1, · · · , an 在 K 上代数无关，当然有
a1, · · · , an−1 在 K 上代数无关，并且上式中所有
系数

λ
(r)
d1,··· ,dn−1

= 0

从而 fr = 0 对所有 r ⩾ 0 成立，所以 an 在
K[a1, · · · , an−1] 上是超越的。

反过来，任意 a1, · · · , an 的多项式都可以写成
如上 (∗) 的形式，如果 an 在 K[a1, · · · , an−1] 上是
超越的，那么 (∗) 中 fr = 0 对所有 r 成立，再利用
a1, · · · , an−1 在 K 上代数无关可得到所有系数

λ
(r)
d1,··· ,dn−1

= 0

所以 a1, · · · , an 在 K 上代数无关。

习题 8.2

假设 F/K 为域扩张，S ⊆ F, v ∈ S, u ∈ F .
证明：如果 u 是 K(S) 上的代数元，但不是
K(S\{v}) 上的代数元，则 v 是 K((S\{v}) ∪

{u}) 上的代数元。

证明. 令 L = K(S\{v})，则有 K(S) = L(v). 由于
u 是 L(v) 上代数元，存在不全为零的 ar ∈ L(v) 使
得 ∑

r⩾0

aru
r = 0.

存在非零的 h ∈ L[v] 使得 har ∈ L[v] 对所有 r ⩾ 0

成立，因此
sumr⩾0haru

r = 0

这个等式可写成 ∑
λs,rv

sur = 0

形式，其中 λs,r 不全为零，将等式左边看作关于 v

的多项式，根据假设 u 在 L 上是超越元，因此这个
关于 v 的多项式相应的系数∑

r⩾
λs,ru

r

不全为零，从而 v 是 L(u) 上的代数元。

习题 8.3

假 设 α 为 非 零 代 数 数， 证 明:
sinα, cosα, tanα, cotα 都是超越数。

证明. 反证法，假设 sinα 是代数数，则

cosα = ±
√
1− sin2 α

也是代数数，从而

eiα = cosα+ i sinα

也是代数数，这与林德曼-魏尔斯特拉斯定理矛盾。
注意到

sinα = ±
√
1− cos2 α

cosα = ± 1√
1 + tan2 α

sinα = ± 1√
1 + cot2 α

可类似证明 cosα, tanα, cotα 都是超越数。
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习题 8.4

证明：如果 Schanuel 猜想成立，则 e, π 在 Q
上代数无关，e+ π, eπ 为超越数。

证明. 取 z1 = 1, z2 = iπ, 它们在 Q 上线性无关, 如
果 Schanuel 猜想成立，那么

1, iπ, e1, eπ = −1

中至少有 2个在 Q上代数无关，而这两个数只能是
e 和 iπ, 由于 i 是 Q 上代数元，因此 e, π 在 Q 上代
数无关，这样就导致 e+π 和 eπ 都是超越数。(需要
指出的是，目前还不能证明这两个数是无理数)



第九章 模 p 法求伽罗瓦群 ∗

习题 9.1

证明: x5 + 3x2 + 2x+ 3 在 Q 上的伽罗瓦群为
S5.

证明. 记 f(x) = x5+3x2+2x+3,很容易证明 f(x)

在 Z2[x]中不可约，从而 f(x)不可约，从而 Gal(f)
是 S5 的可迁子群且 5 | |Gal(f)|, 因此 Gal(f) 包含
一个 5 循环。另一方面，f(x) 在 Z3[x] 中 f(x) 可
分解为

x(x+ 1)(x+ 2)(x2 + 1)

由定理 9.4, Gal(f) 中包含一个 2 循环，根据引理
5.7 有 Gal(f) = S5.

习题 9.2

证明：x7 − x− 1 在 Q 上的伽罗瓦群为 S7.

证明. 令 f(x) = x7 − x − 1. 取模 2, 在 Z2[x] 中考
虑有所有次数不超过 3 的不可约多项式

x, x+ 1, x2 + x+ 1, x3 + x2 + 1, x3 + x+ 1

都不整除 f(x), 因此 f(x) 模 2 后在 Z2[x] 中不可
约，从而在 Q[x] 中不可约, Gal(f) 是 S7 的可迁子
群且包含一个 7 循环。

在模 3 的情形下 x7 − x− 1 可分解为：

(x2 + x+ 2)(x5 + 2x4 + 2x3 + 2x+ 1)

容易验证这两个因式在模 3 的意义下是不可约的。
根据定理 9.4，Gal(f) 中包含 τσ 形式的元素，其中
τ 为对换，而 σ 为一个与 τ 不相交的 5 循环。这样
Gal(f) 包含 (τσ)5 = τ5 = τ 这个对换。根据引理
5.7 可得 Gal(f) = S7.

习题 9.3

证明：如果 H 是 Sn 的可迁子群且同时包含一

个对换和 n− 1 循环，则 H = Sn.

证明. 可假设 n− 1 循环为 σ = (12 · · ·n− 1), 而对
换为 τ = (i j). 由于 H 是可迁的，因此存在 η ∈ H

使得 η(j) = n, 从而有

ητη−1 = (η(i) η(j)) = (an)

其中 a 6= n. 对任意 1 ⩽ i < n,存在 k 使得 σk(a) =

i, 从而
σk(an)σ−k = (i n).

这说明 (i n) ∈ H 对所有 1 ⩽ i < n 成立，从而
H = Sn.

习题 9.4

确定多项式 f(x) = x6 − 12x4 + 15x3 − 6x2 +

15x+ 12 在 Q 上的伽罗瓦群。

解. 取素数 p = 3, 根据 Eisenstein 判别法，f(x) 是
Q[x] 中不可约多项式，从而 Gal(f) 是 S6 的可迁子
群。在模 2 和模 5 下 f(x) 分解成不可约多项式乘
积如下：

x(x5 + x2 + 1)

(x2 + 3)
4∏
i=1

(x+ i)

根据定理 9.4，Gal(f)含一个 5循环和一个对换，根
据习题 9.3, Gal(f) = S6.

习题 9.5

构造一个整系数多项式 f(x), 使得 f(x) 在 Q
上的伽罗瓦群为 S4.

解. 根据引理 9.5 后面的方法，我们可以取

f1(x) = x4 + x+ 1

在 Z2[x] 中不可约；取

f2(x) = (x− 1)(x3 + 2x+ 1),
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这里 x3 + 2x+ 1 在 Z3[x] 中不可约；取

f3(x) = (x2 + 2)(x− 1)x

其中 x2 + 2 在 Z5[x] 中不可约。最后令

f(x) = −15f1(x) + 10f2(x) + 6f3(x)

= x4 − 16x3 + 32x2 − 17x− 25

则有 Gal(f) = S4.


