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引言

本文内容起源于 2020-2024 年在汕头大学数学系讲授的几次博士生课程《同伦与同调》的手写
讲义，目标是探讨层、叠形乃至高阶范畴方法在有限群模表示中的应用。课程内容分为两个部分：
一是经典层论，二是 Grothendieck 层论。前者与代数拓扑关系密切，后者选材基于范畴论和同调
代数。此文主要包含课程讲义的后半部分内容，由郑晨佑、张懋胤、赵一豪三位同学转成 LaTex。

给定一个小范畴（如有限群相关各类范畴）C，我们称反变函子 F : Cop → Set 为 C 上的集合
预层（presheaf of sets）。如果赋予 C 一个 Grothendieck 拓扑 J，则后者可以提供预层上的约束条
件（某种黏合性质），而满足条件 J 的预层叫做集合层（sheaf of sets）。我们称 C = (C,J ) 为一
个座（site，取底座之意，也有人翻译为“位形”），而构建其上的代数结构 F 为座 C 上的层。如
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果 C 是拓扑空间 X 的开集偏序集 PX（偏序由包含关系给出，赋予相应的典范 Grothendieck 拓
扑 Jcan），那么座 (PX ,Jcan) 上的层论就是 X 上的经典层论，这些层又等价于 X 上的平展空间
（étale space，X 的某种“覆盖空间”p : E → X）。在实际应用中，我们往往需要进一步考虑具有代
数结构的层，如环层（sheaf of rings）和阿贝尔层（sheaf of abelian groups 或 abelian sheaf）等。
为了模拟覆盖（covering 或 fibration）这一重要代数拓扑构造，Grothendieck 引入了范畴的覆

盖，即纤维范畴概念（fibred category）。范畴 C 上的纤维范畴等价于反变伪函子（pseudofunctor）
F : Cop → Cat（因而是广义预层，有时也叫预叠形，prestack）。同样，赋予 C 一个 Grothendieck拓
扑 J 相当于附加给前述伪函子某种黏合条件，而满足条件 J 的伪函子叫做叠形（stack）。由于 Cat
是 2-范畴，所以 C = (C,J ) 上所有叠形构成 2-范畴。基于上述类比，人们有时也说叠形是 2-层。
层这一术语来自法文 faisceau，早期英文同时将其翻译为 sheaf 和 stack（这两个近义词都有

“束”和“捆”的意思）。后期发展过程中，两个英文单词的数学含义被区分和明确。中文将 sheaf 翻
译为层，可能是起源于其拓扑中的覆盖之含义。法文中，stack 对应 champ，当前中文翻译为“叠
形”（也有翻译为“叠”或“堆栈”），应该是基于流形（manifold）和概形（scheme）的译法（因为
这些几何体都是更为基本的几何体黏合而成）。
本文内容以经典的范畴论和同调代数知识为基础，如Mac Lane的《Categories for the Working

Mathematician》（第二版，第 1-10章）和 Rotman的《An Introduction to Homological Algebra》（第
二版）的主体内容。讲义所有内容均包含在经典著作中，如原创的 SGA4，以及 Kashiwara-Schapira
的《Categories and Sheaves》、Maclane-Moerdijk的《Sheaves in Geometry and Logic》、Johnstone
的《Sketches of an Elephant: a Topos Theory Compendium》，还有在线参考书 Stacks Project。作
者加入了若干可计算的例子。
感谢北京师范大学胡维教授允许作者使用其 WeMath 平台，并尽心排版，使得讲义能够电子

化。受限于个人知识水平、写作能力和理解角度，所以文中不可避免含有不少错漏和谬误之处，敬
请读者批评指正！
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1 第一讲

1.1 经典层论回顾

Leray 和 Schauder（1934 年）在水动力方程研究中使用了拓扑方法。二战中被俘后，Leray
（1940-1944 年）在纳粹集中营开办了一所大学，讲授代数拓扑并涉及到上同调群的计算。在此过程
中，他发明了谱序列和层的概念，战后陆续发表一系列工作。随后在 Cartan 的讨论班中（1950 年
代），Lazard 给出层的一个等价定义，利用平展空间来描述层。很快，Serre（1955 年）成功地将层
和谱序列应用于代数几何、代数拓扑；Grothendieck（1957 年）为研究 Weil 猜想，将层从拓扑空
间推广到范畴上。

定义 1.1.1: 拓扑空间上的层

设 (X,T ) 为一个拓扑空间。记 PX 为 X 中所有开集通过包含关系形成的偏序集（将 ⊂ 用 →
表示，看作一个范畴）。称反变函子 F : PopX → Set 为 X 上一个集合预层，简称预层。对于
V → U 和 s ∈ F(U)，记 s|V := F(V → U)(s)，称为 s 在 F(V ) 中的限制。

假设 F 还满足以下条件，则称 F 为 X 上的集合层，简称层：
(1)（黏合存在性）对 ∀U ∈ ObPX 及 ∀U =

⋃
α Vα（即 Vα ∈ ObPX 形成的 U 的开覆盖），

若有 {sα ∈ F(Vα)}α 使得 sα|Vα∩Vβ
= sβ|Vα∩Vβ

对任意 α, β 都成立，则存在 s ∈ F(U)

使得 s|Vα
= sα, ∀α.

(2)（黏合唯一性）如果有 s, t ∈ F(U)，满足 s|Vα
= t|Vα

, ∀α，那么 s = t.

上述定义中的条件 (1) 和 (2) 可以通过更加简洁（但是抽象）的范畴论术语来表达。

注解 1.1.2: 黏合性质的范畴论刻画

以上定义中的两个条件相当于要求：对任意开集 U 和它的任意开覆盖 {Vα}α，

F(U)
e→
∏
γ

F(Vγ)⇒
∏
α,β

F(Vα ∩ Vβ)

为等化子（equalizer）序列，其中 e和另外两个映射由限制给出。实际使用中，常简称 (F(U), e)

或 F(U) 为等化子。

Grothendieck观察到，定义中的所有术语都能用范畴论的语言来替代，因而能够在任意范畴上
引入层的概念。

注解 1.1.3: 交集的范畴论刻画

上述定义中使用“交集”概念（但不用到“并集”），而这恰好是集合范畴中的纤维积（fibred
product）构造。因此，只要范畴中总存在纤维积，交集构造就能被替代。实际上，在处理覆盖
的替代方案中发现，纤维积并非核心要素，其存在性条件可以删除。

最后我们要找到“覆盖”的替代表述。

注解 1.1.4: 覆盖的范畴论刻画

设 U 为开集而 {Vα}α 为其开覆盖。我们需要先对开覆盖做一些技术处理，将它们转化为函子
（预层）。
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开集 Vα 的任意开子集 V，不必是开覆盖 {Vα}α∈I 中一元。然而，所有 Vα，加上它们的
所有开子集，形成一个新的开覆盖 {V ′

β}β∈I′。这两个开覆盖加在预层上的黏合条件等价（参见
命题 3.2），但后一类型的覆盖能够等同于特定函子。

1. 首先，开集 U 的所有开子集合在一起构成 U 的一个开覆盖。根据子集与包含映射的
一一对应，此覆盖相当于所有以 U 为终点的态射（即包含映射）形成的集合 hU：

hU = {V f→ U
∣∣ f ∈ Mor(PX)},

进一步能够等同于可表函子（representable functor）HomPX
(−, U).

2. 其次，任取开覆盖 U =
⋃
α Vα。我们假设所有 Vα 的开子集都是此覆盖中的成员。于

是我们得到上述集合 hU 的一个子集：

SU = {f ∈ hU
∣∣ f = fαg,某个α}.

若将集合 hU 等同于可表函子 HomPX
(−, U)，则子集 SU 等同于一个子函子：S :

PopX → Set，使得
S(V ) = {f : V → U

∣∣ f ∈ SU}.

1.2 Grothendieck 拓扑与层

如果范畴的对象构成一个集合，则称之为小范畴。由于任意范畴都在恰当选取的某个宇宙（uni-
verse）里是小范畴，所以后续各类构造都能在某个宇宙中实现。我们将忽略所有集合论方面的讨
论。

定义 1.2.1: 筛

设 C 为小范畴且 x ∈ ObC。则可表函子 HomC(−, x) 等同于集合

hx = {C中所有以x为终点的态射}.

可表函子的任意子函子 S（或它对应的 hx 的子集）叫作 x 上的筛。

我们将不区分筛的函子和集合表述，根据实际需要采用相应的形式。我们称 hx 为 x 上的最大
筛，而 ∅x 为最小筛。
从注解 2.4 中可以看出，空间 X 中开集 U 的每个开覆盖有一个自然的方式生成一个 U 的新

开覆盖，后者形成一个筛（下称“覆盖筛”）。以下结论指出，在层的定义 2.1 中，我们只需要对覆
盖筛验证黏合条件即可（而不必讨论所有的开覆盖）。

命题 1.2.2

令 F 为 (X,T ) 上的预层。则 F 为层，当且仅当，对 ∀U ∈ PX，∀ 开覆盖 U =
⋃
α Vα 以及

{Vα}α 产生的覆盖筛 S，包含 S
iS
↪→ hU 诱导产生的集合映射 i∗S

F(U)
Y oneda∼= Nat(hU ,F)

i∗S→ Nat(S,F)
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为 1-1 对应。

证明. 对于开覆盖 U =
⋃
α Vα，考虑等化子序列

E
d→
∏
γ

F(Vγ)⇒
∏
α,β

F(Vα ∩ Vβ).

由于 d 必为单射，所以可设等化子 E 为
∏
γ F(Vγ) 的子集。若 {eγ}γ ∈ E，则 eγ ∈ F(Vγ) 且

eα|Vα∩Vβ
= eβ|Vα∩Vβ

。根据等化子的泛性质，存在自然映射 c : F(U)→ E 使得 e = dc。
现在考虑开覆盖

⋃
α Vα 生成的覆盖筛 S。显然 S = {V |V ⊂ Vα为开子集，∀α}，相应的等化

子序列如下

E′ d′→
∏
V ∈S

F(V )⇒
∏

V,W∈S

F(V ∩W ).

首先，我们证明 E 同构于 E′。为此我们将两个等化子序列摆称两列。中间水平方向的映射，
从左往右是投影，从右往左利用限制映射（注意：不依赖于包含映射 V → Vγ 的选取）。下方水平
映射也是类似构造。

E′

d′

��

E

d

��∏
V ∈S F(V )

��� �

// ∏
γ F(Vγ)

� ���

oo

∏
V,W∈S F(V ∩W ) // ∏

α,β F(Vα ∩ Vβ)oo

因此，我们根据泛性质获得两个映射 E′ → E 和 E → E′，并进一步得知它们必然互逆。
其次，可证 E′ ∼= Nat(S,F)：若 {eγ |V }V ∈S ∈ E′，则定义自然变换 θ : S → F 使得

θV (V ↪→ Vγ) = eγ |V

（这与 Vγ 选取无关！）。易证这提供所需 1-1 映射。
最后，构造下方交换图，左列为等化子序列：

Nat(S,F)

d′′

��

Nat(hU ,F)
i∗Soo

∼=
��∏

V ∈S F(V )

����

F(U)e
oo

∏
V,W∈S F(V ∩W )

其中，对 θ : S → F，d′′(θ) = {θ(V → U)}V，而 e 来自自然的限制。基于定义及上述讨论，F 为
层, 当且仅当对任意 U 和它的任意开覆盖，(F(U), e) ∼= (E, d) 为等化子，当且仅当对任意 U 和它
的任意覆盖筛 S，i∗S 为同构。

通过使用筛的概念替换开覆盖的概念，Grothendieck 得以引入一套公理，在一般范畴 C 上模
拟 PX 中开覆盖应有的结构，从而使得我们能够将层的定义推广至一般范畴。
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定义 1.2.3: Grothendieck 拓扑

设 C 为小范畴。其上一个Grothendieck 拓扑J 给 C 中每个对象 x 均指定一个筛集 J (x)，满
足

(1) hx ∈ J (x), ∀x;
(2)（稳定性）若 S ∈ J (x)，则对 ∀f : y → x，有 f∗(S) ∈ J (y)，其中 f∗(S) := {g ∈

MorC
∣∣ cod(g) = y且fg ∈ S};

(3)（传递性）若 S ∈ J (x) 且 R 为 x 上的筛，使得对 S 中所有 u : y → x 都有 u∗(R) ∈
J (y)，则 R ∈ J (x).

属于 J (x) 的筛叫作 x 上的覆盖筛(covering sieve)。

注解 1.2.4: 公理的直观意义

定义中的三条公理，大致上是用范畴论语言陈述拓扑空间中开覆盖的以下性质：
1. 开集是自身的开覆盖；
2. 如果 U 为开集而 V 是开子集，则 U 的任意开覆盖 {Vα} 通过取交集产生 V 的一个
开覆盖 {Vα ∩ V }；

3. 如果开集 U 有一个开覆盖 {Vα}，而每个 Vα 也有一个开覆盖，则后者的所有开覆盖
组成 U 的一个开覆盖。

从定义出发，我们能推导一些常用性质。

注解 1.2.5: 覆盖筛的性质

(1) 若 R,S ∈ J (x)，则 R ∩ S ∈ J (x).
验证：取 f ∈ R 有 f∗(R ∩ S) = f∗(S) ∈ J (y)。于是 R ∩ S 是覆盖筛。

(2) 若 S ∈ J (x) 且 R 为 x 上的筛，满足 S ⊆ R，则 R ∈ J (x)。
验证：取 ∀f : y → x(∈ S)。则 f∗(S) = hy。又由 S ⊆ R 可推出 f∗(S) ⊆ f∗(R)。于
是 f∗(R) = hy, ∀f ∈ S，即 R ∈ J (x)。

(3) 由上可知，对 ∀x ∈ ObC，J (x) 是余滤过偏序集，因而 lim−→J (x)
为正合。

关于正合性和极限的讨论，参见 Kashiwara-Schapira 等文献。

文献中常用 C∧ 记 C 上预层范畴。由于每个预层都是可表函子的余极限，所以 C∧ 可以看作是
C 的完备化，很多问题都能够提升到预层范畴上讨论。

注解 1.2.6: 从预层范畴的角度理解筛

由 Yoneda 嵌入 h− : C → C∧，x 7→ hx，可知态射集 S 为 x 上的筛当且仅当 S 构成 hx 的子
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函子。若有 f : y → x，则产生自然变换 f : hy → hx。于是可构造拉回

hy ×hx
S

单
��

// S_�

��
hy

f
// hx

而 hy ×hx
S 就等同于态射集 f∗(S)。我们经常在筛的两种等价描述中自由切换。

对于有限范畴，SGA4 里面明确刻画了其上所有可能的拓扑。这使得我们能够计算一些例子。

例 1.2.7: 有限范畴上的拓扑

取 C 为

x1x 99

f
((

g

66 y 1yee

存在两个可表函子 hx和 hy。作为态射集 hx = {1x}, hy = {1y, f, g}。作为函子

hx(x) = {1x}hx(y) = ∅
,hy(x) = homC(x, y) = {f, g}

hy(y) = {1y}
.

可表函子 hx 除了 hx 和 ∅x，没有非平凡的子函子；hy 除了 hy 和 ∅y，还有真子函子 Sf、
Sg 和 S，即Sf (x) = {f}Sf (y) = ∅

,

Sg(x) = {g}Sg(y) = ∅
,

S(x) = {f, g}S(y) = ∅
.

根据 SGA4，C 上恰有 4个拓扑，分别是最大拓扑 Jmax（含所有筛）、拓扑 J1 = {hx, hy, S}、
拓扑 J2 = {∅x, hx, hy} 和最小拓扑 Jmin = {hx, hy}。

我们再给出一个一般性例子。

例 1.2.8: 稠密拓扑 Jden

设 C 为小范畴且 x ∈ ObC。令 S ∈ Jden(x) 当且仅当对 C 中 ∀f : y → x 存在 g : z → y 使得
fg : z → x 在 S 中。

验证. (1) hx ∈ J (x)。（由定义可得）
(2) 设 S ∈ Jden(x)。对 ∀f : y → x，考虑

f∗(S) = {g|codg = y且fg ∈ S}。

要说明 f∗(S) ∈ Jden(y)。取 ∀u : w → y。（需找到 v : a→ w使得 uv : a→ y ∈ f∗(S)。）
从 fu : w → x 在 S 中可知 fuv ∈ S，即 uv ∈ f∗(S)。

(3) 设 S ∈ Jden(x) 及 R 为 x 上的筛，使得对 S 中 ∀u : y → x，有 u∗(R) ∈ Jden(y)。
要证R ∈ Jden(x)。取 ∀ι : y → x，则 ι∗(R) ∈ J (y)，即对 ∀f : z → y 存在 g : w → z

使得 fg : w → y 在 ι∗(R) 中。后者相当于说 ι(fg) ∈ R。根据定义，R ∈ Jden(y)。
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定义 1.2.9: Grothendieck 层

设 C 为小范畴，J 为其上 Grothendieck 拓扑。称 C = (C,J ) 为一个座(site)。如果 F 是 C 上
预层，且对任意 x ∈ ObC 和任意覆盖筛 S ∈ J (x)，包含 iS : S → hx 诱导产生的集合映射

F(x) ∼= Nat(hx,F)
i∗S→ Nat(S,F),

为 1-1 对应，则称 F 为 C 上的层。

在几何背景中的范畴 C 往往存在拉回（即纤维积，如 C = PX）。此时习惯引入拓扑基K（也叫
预拓扑，pretopologie），并由此出发定义层。实际上，任意拓扑基都生成一个拓扑，两者定义的层
一样。本课程将避免讨论拓扑基相关内容。
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2 第二讲

2.1 拓扑斯

本节介绍 Grothendieck 拓扑斯（topos）的概念。粗略而言，拓扑斯是集合范畴 Set 的推广，
表示论特别关注其中具有代数结构的对象。正如 Set 中的群对象（group object）就是群，一个拓
扑斯中的阿贝尔群对象就是这个拓扑斯底座上的阿贝尔层。拓扑斯又是一种广义空间，存在同伦与
上同调理论。Johnstone 的著作标题为 Sketches of an Elephant，彰显出此庞然大物之宏伟和精妙
程度。

Giraud 找到了 Grothendieck 拓扑斯的公理刻画。适当调整部分公理，就能得到文献另一种重
要的初等拓扑斯（elementary topos），后者在逻辑学里起着重要作用，不在本课程讨论范围内。

为便于讨论，我们回顾上一节层的定义。

定义 2.1.1: Grothendieck 层

设 C 为小范畴，J 为其上 Grothendieck 拓扑。称 C = (C,J ) 为一个座(site)。
如果 F 是 C 上预层，且对任意 x ∈ ObC 和任意覆盖筛 S ∈ J (x)，包含 iS : S → hx 诱导

产生的集合映射
F(x) ∼= Nat(hx,F)

i∗S→ Nat(S,F),

为 1-1 对应，则称 F 为 C 上的层。

除了上述定义之外，今后我们会看到层可以通过预层上的其它操作产生，包括层化、局部化等
等。

定义 2.1.2

范畴 C 上的预层和自然变换构成的范畴叫作预层范畴，记作 PSh(C) 或 C∧。若 C = (C,J ) 为
座，则其上的层所确定的 PSh(C) 中满子范畴叫作 C 上的层范畴，记作 Sh(C) 或 Sh(C,J ) 或
C∼。
如果范畴 E 等价于某个 Sh(C)，则称之为一个Grothendieck 拓扑斯(topos)。

由于 C∧ 是 C 的完备化，在研究过程中我们不可避免地要考虑 C∧ 上的拓扑和层。因此，上一
节关于集合论方面的说明是为类似情况做铺垫。

例 2.1.3: 两种极端情况下的层范畴

在任意小范畴 C 上总有 Jmin 和 Jmax。最小拓扑Jmin 所给出的层范畴 Sh(C,Jmin) = PSh(C)
（预层拓扑斯）。最大拓扑所给出的层范畴 Sh(C,Jmax) 是平凡范畴 {F•}，其中 F•(x) = •（单
点集）。

若 C 为平凡范畴 •（一个对象一个态射），其上只有两个拓扑。拓扑斯 Sh(•,Jmin) 恰为集合范
畴 Set。
基于层的定义，通过计算自然变换，大家可以尝试计算第一讲中几个例子中的层范畴。沿用第

一讲的模式，我们混用函子和态射集的方式去表述和使用筛。
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例 2.1.4

如果 C = G 为群，那么其上只有两个拓扑 Jmin = {G} 和 Jmax = {G, ∅}，而且 Jden = Jmin。
相应的层范畴（即拓扑斯）分别等价于 G-Set（G-集合范畴，其中群作用在右边）和 •。

由于我们今后只讨论 Grothendieck 拓扑斯，所以后续将直接采用拓扑斯这一简洁名称。

注解 2.1.5: 拓扑斯的内蕴刻画

给定一个范畴 E，Giraud 定理告诉我们如何从它的内在结构去判断它是否是一个拓扑斯。如
果 E 是一个拓扑斯，它还提供一个算法去构造一个座 C，给出一个具体表现形式 E ' Sh(C)。
请注意，C 的选择不唯一，而且 C 可能很大。
因为陈述该定理需要大量概念上的铺垫，所以我们不把它包含进来。

2.2 拓扑的更多例子

为了描述和刻画层范畴，我们需要对各种拓扑开展进一步探讨。在拓扑空间上，拓扑有粗细之
分；范畴上的拓扑也是如此。范畴上的所有拓扑可以通过显然的包含关系，形成一个偏序集。给定
范畴 C，以及其上两个拓扑 J1 和 J2。如果 ∀x,J1(x) ⊂ J2(x)，那么我们称 J1 比 J2 粗，记作
J1 ⊂ J2。等价地，我们也说 J2 比 J1 细。

定义 2.2.1: 典范拓扑

若在范畴 C 上赋予拓扑 J，使得座 C 上所有可表函子均为层，则称 J 为次典范(subcanonical)。
最大的次典范拓扑叫作典范拓扑(canonical)。

拓扑决定了层，反之我们可以利用预层来构造适配的拓扑，即选取拓扑使得我们关注的预层成
为层。

命题 2.2.2: 典范拓扑存在性

设 C 为范畴且 {Fi}i∈I 为 C 上一族预层。对 ∀x，令 J (x) 为满足以下条件的筛 S 构成：对
∀f : y → x 以下自然映射

Nat(hy,Fi)→ Nat(f∗(S),Fi)

为同构。则 J 在 C 上定义了一个 Grothendieck 拓扑。这是使得 Fi, i ∈ I，均为层的最大拓
扑。特别地，典范拓扑总存在。

证明. 我们对照上一节的定义说明这些筛构成一个拓扑，逐一验证拓扑的三条公理。首先，由于对
∀f : y → x，f∗(hx) = hy，所以 hx 满足定义要求，从而 hx ∈ J (x)。
其次，设 S ∈ J (x) 且 ι : z → x 为态射。我们要证 ι∗(S) ∈ J (z)。由于对 ∀f : y → z 有交换图

Nat(hy,Fi)

��

∼=

))SSS
SSSS

SSSS
SSS

Nat(f∗(ι∗(S)),Fi)

Nat((ιf)∗(S),Fi)

kkkkkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkkk
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所以 ι∗(S) 满足定义要求，从而 ι∗(S) ∈ J (z)。
最后，设 S ∈ J (x) 且 R 是 x 上的筛，满足：对 S 中任意 ι : y → x 有 ι∗(S) ∈ J (y)。我们要

证 R ∈ J (x)，即证明对 ∀f : w → x，以下映射

Nat(hw,Fi)→ Nat(f∗(R),Fi)

总是同构。
为此，我们构造一个逆映射。设 ϕi : f

∗(R) → Fi 为 Nat(f∗(R),Fi) 中元素。我们构造 ψi :

hw → Fi（根据 Yoneda 引理，ψi 相当于 Fi(w) 中元素）。对于 ∀g ∈ f∗(S)，在 S 中考虑

fg : z
g→ w

f→ x

由假设条件，可知 (fg)∗(R) ∈ J (z)。从交换图

(fh)∗(R) �
� //

g◦−
��

hz

g◦−
��

f∗(R) �
� // hw

产生新交换图
Nat(hz,Fi)

∼= // Nat((fh)∗(R),Fi)

Nat(hw,Fi) //

“由g诱导”

OO

Nat(f∗(R),Fi)

“由g诱导”

OO

以上构造给出
(z

g→ w) 7→ ψgi ∈ Fi(z)

组装成一个自然变换 f∗(S)→ Fi。由于 f∗(S) ∈ J (w)，所以从

Nat(f∗(S),Fi) ∼= Nat(hw,Fi)

产生一个 Nat(hw,Fi) 中元素 ψi。可以验证以上映射

Nat(f∗(R),Fi) / / Nat(hw,Fi)
ϕi

� // ψi

是自然映射的逆。于是 R ∈ J (x)。
从定义可知，这是使得所有 Fi 为层的最大拓扑。

我们再给出一个常用的拓扑构造方式。

命题 2.2.3: 子范畴拓扑

设 C 为范畴且 D 为满子范畴。对 ∀x ∈ ObC 和 x 上的筛 S，令 S ∈ JD(x) 当且仅当对
∀y ∈ ObD，自然映射 ⊔

f∈S

HomC(y, domf)→ HomC(y, x)

为满射。则 JD 构成 C 上一个拓扑，称为一个子范畴拓扑。
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证明. 为说明 JD 是 C 上拓扑，我们验证三条公理：首先，显然有 hx ∈ JD(x)。
其次，设 S ∈ JD(x) 且取态射 g : w → x。则 g∗(S) = {z l→ w

∣∣ gl ∈ S}。考察自然映射⊔
l∈g∗(S)

HomC(y, doml)→ HomC(y, w),

∀y ∈ ObD。对于任意 t : y → w，则 gt : y → x。从 S ∈ JD(x) 可知，存在 S 中 t′ : w′ → x 以及
t′′ : y → w′ 使得 gt = t′t′′ ∈ S，即 t ∈ g∗(S) 是 1y 在上述自然映射下的像。

最后，设 S ∈ JD(x) 且 R 为 x 上的筛，满足：对 ∀f ∈ S，f∗(R) ∈ JD(domf)。我们验证
R ∈ JD(x)。考察自然映射 ⊔

l∈R

HomC(y, doml)→ HomC(y, x),

∀y ∈ ObD。取 t : y → x。由 S ∈ JD(x) 可知存在 y
a→ w 及 w

b→ x，使得 b ∈ S 且 t = ba。又由
f∗(R) ∈ JD(domf) 对 ∀f ∈ S 成立可知，存在满射⊔

g∈f∗(R)

HomC(y, domg)→ HomC(y, codg)。

特别地，由 b∗(R) ∈ JD(w) 可得满射⊔
g∈b∗(R)

HomC(y, domg)→ HomC(y, w)。

因此对于 a : y → w = domb，存在 g ∈ b∗(R) 和 y
d→ domg 使得 a = gd。从 t = ba = (bg)d 可知 t

在 HomC(y, dom(bg))→ HomC(y, x) 的像中。得证。

从定义可以看出，若 D1 ⊂ D2 是 C 的两个满子范畴，则 JD1
⊃ JD2

。

2.3 计算实例

在一个范畴上可以赋予多种拓扑，产生预层范畴内的各个层范畴（所有的左反射满子范畴，left
reflexive）。给定范畴 C，以及其上两个拓扑 J1 ⊂ J2。从定义可知，如果预层 F 是 J2-层，那么它
必为 J1-层。因此，Sh(C,J1) ⊃ Sh(C,J2)。实际上，若 J1 ⊊ J2，则 Sh(C,J1) ⊋ Sh(C,J2)（我们
将在随后讲义中用局部化手段证明）。

例 2.3.1: 描述偏序集上的拓扑及层范畴

考虑偏序集
P : x

f→y g→z.

为简单起见，我们在左图中忽略了单位态射。我们描述其上的子范畴拓扑、相应的层范畴以
及它们之间的关系。

首先我们简要回顾基本概念：
1. P 上预层范畴 PSh(P)，其对象是反变函子 F : Pop → Set，形如

F(x)
F(f)←−−− F(y)

F(g)←−− F(z),

其中 F(x) 等为集合，而 F(f) 等为映射。
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2. 在 P 上给定拓扑 J，能从 PSh(P) 中“挑选”出一些对象 (叫作 J -层)，构成一个满子范
畴 Sh(P,J )。也记 P = (P,J )，层范畴相应记为 Sh(P)。

在 SGA4 中 Grothendieck-Verdier 指出，对于有限范畴 C（finite category，所有态射构成有
限集），其上的拓扑与完全满、幂等完备子范畴一一对应，且这些子范畴通过子范畴拓扑产生所有
拓扑。（我们将在下一节讨论。）
一、子范畴拓扑
以上偏序集 P 恰好存在八个子偏序集（即子范畴，含空集），因而有八个子范畴拓扑。因为子

偏序集由 P 的子集决定，所以为简便起见，我们用 xy 来表示子偏序集 x→ y。由此，我们获得子
偏序集的偏序集（箭头表示包含关系）

∅

}}zz
zz
zz
zz
z

�� !!D
DD

DD
DD

DD

x

�� ""E
EE

EE
EE

EE
y

||yy
yy
yy
yy
y

""D
DD

DD
DD

DD z

||zz
zz
zz
zz
z

��
xy

""E
EE

EE
EE

E xz

��

yz

||zz
zz
zz
zz

xyz

从定义分析可知，上述偏序集反同构于 P 上的所有子范畴拓扑形成的偏序集

J∅

Jx

<<yyyyyyyy
Jy

OO

Jz

bbEEEEEEEE

Jxy

OO <<yyyyyyyy
Jxz

<<zzzzzzzz

bbEEEEEEEE
Jyz

bbDDDDDDDD

OO

Jxyz

<<zzzzzzzz

bbEEEEEEEE

OO

其中，J∅ = Jmax，Jxyz = JP = Jmin，以及 Jx = Jden。
二、刻画子范畴拓扑
我们具体刻画这些子范畴拓扑。为此我们利用以下基本性质（见第一讲）：在有限范畴 C 上，

对于任意给定的拓扑 J，从拓扑的性质可知
1. 每个对象上总存在最小覆盖筛 Smin

x ∈ J (x), ∀x ∈ ObC（x 上所有覆盖筛的交）；
2. 所有比最小覆盖筛大的筛都一定是覆盖筛。

于是对于有限范畴上的每个拓扑，我们将只需给出各个对象上的最小覆盖筛。
在我们情况下可以验证，对于每个对象 w ∈ ObP 和 P 的某个子偏序集 Q，JQ(w) 的最小覆

盖筛
Smin
w = {Q中的对象到w的所有态射}.

举例来说：若 Q = xy，则有
1. Smin

x = {1x}，即 hx;
2. Smin

y = {1y, f}，即 hy;
3. Smin

z = {g, gf}，对应 hz 的一个真子函子 Sz.
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作为函子，我们有 Sz(x) = {gf}，Sz(y) = {g}，Sz(z) = ∅。
其它子范畴拓扑的计算方法类似。
三、刻画层范畴
基于子范畴拓扑的描述，我们能够计算相应的层范畴。以 Pxy = (P,Jxy)为例，为计算 Sh(Pxy)，

我们需要判断什么样的预层 F 是 Jxy-层。这归结为分析定义中的自然映射

Nat(hw,F)→ Nat(S,F),

∀S ∈ Jxy(w), ∀w ∈ ObP。通过计算相关的自然变换，我们可以确定 F 是否为 Jxy-层。实际上通
过计算，我们可以找到规律，给出预层 F 是否为 Jxy-层的判别法。

其它子范畴拓扑下的层范畴的讨论过程类似。最终我们获得八个对应的层范畴，及其作为
PSh(P) 的满子范畴的偏序关系：

Sh(P∅)

yyrrr
rrr

rrr
r

�� %%LL
LLL

LLL
LL

Sh(Px)

�� %%LL
LLL

LLL
LL

Sh(Py)

yyrrr
rrr

rrr
r

%%LL
LLL

LLL
LL

Sh(Pz)

yyrrr
rrr

rrr
r

��
Sh(Pxy)

%%LL
LLL

LLL
LL

Sh(Pxz)

��

Sh(Pyz)

yyrrr
rrr

rrr
r

Sh(Pxyz)

我们将看到，
1. Sh(Pxyz) = PSh(P) 且 Sh(P∅) = {F•} 只包含预层范畴中的终对象。
2. 更一般地利用比较引理，我们有

Sh(PQ) ' PSh(Q).

因此上述层范畴有些不相等却相互等价。
3. 上述偏序集中给出 P 上所有的层范畴。
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3 第三讲

将预层转化为层的过程，在经典层论中相对直观，涉及到把覆盖不断加细并取极限。在Grothendieck
层论中，层化借鉴了这个思路，但是极限表述形式就抽象得多。需要强调的是：极限是范畴论的核
心概念，以至于 Mac Lane指出“All concepts are Kan extensions”，Kan扩张就是极限组装成的函
子。我们将看到层论中常见的函子来自 Kan扩张。此外，范畴局部化也基于极限，但在很多现代文
献中采用 roof 的形式来表现（参见 Gabriel-Zisman 的专著《Calculus of Fractions and Homotopy
Theory》第一章）。
极限的应用在本讲中可管中窥豹，略见一斑，且可能成为阅读障碍。因为整体介绍相关理论将

偏离课程目标，所以请读者查看 SGA4、Stacks Project 和 Kashiwara-Schapira 的范畴论专著相关
章节。毋庸置疑，极限理论不容易让初学者掌握，本文中涉及到的相关表述和计算，希望对读者理
解极限有些许帮助。
今后一个常用的事实是：根据覆盖筛的性质，J (x) 是滤过偏序集（filtered），从而

lim−→J (x)

与有限极限交换（有限范畴上的极限）。当 J (x) 有限时这个事实容易直接推导：从 J (x) 存在最小
覆盖筛 Smin

x ，可知对任意预层 F : J (x)op → Set 总有

lim−→J (x)
F ∼= F(Smin

x ).

3.1 若干概念

给定范畴 C 上的预层 F，如果 C 上被赋予了拓扑 J，我们有一个典范算法用于构造一个层 Fa。
实际上，该算法产生一个正合函子 (−)a : PSh(C)→ Sh(C,J )。注意此处的函子正合性是最一般的
形式，通常利用与有限极限的交换性来定义（没有短正合列这样的代数结构）。

定义 3.1.1: 座的（拓扑）生成集

设 C = (C,J ) 为座且 G 为 ObC 的一个子集。若 C 中每个对象 x ∈ ObC 上都存在一个
S ∈ J (x)，使得 S = 〈fi | codfi = x〉i∈I 且 domfi 属于 G，则称 G 为 C 的一个（拓扑）生成
集。

在上述定义中，条件意味着每个对象 x 上都存在一个覆盖筛 S ∈ J (x)，后者由一组起点在 G

中的态射生成。

例 3.1.2: 范畴的生成集

如果在 C 上赋予最小拓扑 Jmin，则在每个对象 x ∈ ObC 上只有一个覆盖筛 hx ∈ Jmin(x)。若
G是 (C,Jmin)的一个（拓扑）生成集，则对任意 x ∈ ObC，存在态射集 {fi : xi → x | xi ∈ G}i∈I
生成所有终点为 x 的态射集。这说明存在某个 i0 ∈ I 以及 li0 : x → xi0 使得 fi0 li0 = 1x。如
果 u, v : x→ y 为两个态射，且 ufi = vfi, ∀i，那么利用 li0 的存在性可以推出 u = v。这恰好
是范畴论教材中更常见的概念：G 是范畴 C 的生成集（set of generating objects or separating
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objects）。

例 3.1.3

设 D 为 C 的满子范畴，且 C = (C,JD)。则 ObD 是 C 的一个生成集。

由于我们经常需要使用上范畴和下范畴等概念–它们是逗号范畴（comma category）的特例，所
以我们回顾必要的定义。

定义 3.1.4: 上范畴和下范畴

设 φ : D → C 为函子且 x ∈ ObC。我们定义x 上范畴（category over x，常常简称上范
畴,overcategory）φ/x 如下：

1. 对象形如 (d, u)，其中 d ∈ ObD 且 u : φ(d)→ x 为 C 中态射,
2. 态射 γ : (d1, u1)→ (d2, u2) 由 D 中态射 γ : d1 → d2 给出，满足 u1 = u2φ(γ).

当 D 是 C 的子范畴而 φ 为包含函子，上范畴也常常记作 D/x = φ/x。
下范畴（undercategory）x\φ（或x 下范畴，category under x）可以对偶定义如下：
1. 对象形如 (u, d)，其中 d ∈ ObD 且 u : x→ φ(d) 为 C 中态射,
2. 态射 γ : (u1, d1)→ (u2, d2) 由 D 中态射 γ : d1 → d2 给出，满足 u2 = φ(γ)u1.

任何抽象的概念都有具体数学构造来支撑。

例 3.1.5: 切片范畴（slice category）

考虑恒等函子 id : C → C。上范畴 C/x 也叫切片范畴，这在经典层论中非常直观。
设 P 为拓扑空间 X 上开集偏序集。则其中的对象是开集，例如 U。当我们考虑 P/U 时，

容易看出它同构于子偏序集 P⩽U。后者可以等同于 U，相当于 X 的一个切片。

范畴 C 可以通过 Yoneda 嵌入，等同于 C∧ = PSh(C) 的一个满子范畴，其对象为所有可表函
子。范畴论中一个经典的结论指出“C 生成 C∧”（证明见标准教材，如 Mac Lane）。

命题 3.1.6

设 F ∈ PSh(C)。考虑 Yoneda 嵌入 h− : C → PSh(C) 并令 C/F := h−/F 为 F 上范畴，则存在
同构

lim−→C/F
pr1 ∼= F.

于是，对 ∀G ∈ PSh(C)，
Nat(F,G) ∼= lim←−C/F

G(pr1(−)).

其中 pr1 : C/F→ PSh(C), (x, α) 7→ hx.

第二个同构能用于推导生成性质，参见 3.1.2。
为陈述层化的定义，我们再给出两个技术性概念和一个技术性结论。在首次阅读时，结论的证

明可以跳过。
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定义 3.1.7

设 {fi : yi → x}i∈I 为 C 中态射族。如果对 ∀z ∈ ObC，自然映射

HomC(x, z)→
∏

i
HomC(yi, z)

为单射，则称 {fi} 为一个满态射族。若 I 中只有一个态射，则称此态射为满态射。

设 φ : C → D 为（正变）函子。考虑 F : Dop → Set 和 Fφ : Cop → Set。我们常常需要在比较
两个函子的极限，φ 的性质对此影响很大。

定义 3.1.8

设 φ : C → D 为函子。如果对于 ∀d ∈ ObD，d\φ 为非空且连通，则称 φ 为终函子（final
functor）。

需要注意的是，终函子在一些（早期）文献中也叫共尾函子，即 cofinal functor。不过叫法不
重要，定义才是真正的关键。如果 φ : C → D 是终函子，则对任意 F : Dop → Set，

lim−→C
Fφ→ lim−→D

F

为同构。
设 C = (C,J ) 为座。则对 ∀x ∈ ObC，J (x) 是一个偏序集（基于覆盖筛的包含关系），从而是

一个范畴。为了保证半层化定义中的极限是真正的集合，我们需要以下铺垫。

命题 3.1.9

设 C = (C,J )为座，且 G为一个生成集。对 ∀x ∈ ObC，令 JG(x)为 x上由 {yi → x | yi ∈ G}
生成的覆盖筛组成。则

1. JG(x) 是一个集合；
2. 包含函子 JG(x) ↪→ J (x) 是终函子；
3. 对 ∀R ∈ JG(x)，存在满态射族 {ui : hy → R | y ∈ G}。

证明. 我们逐一论证。
1. 取

A(x) = A(hx) =
⊔
y∈G

HomC(y, x)

则 |JG(x)| ⩽ 2|A(x)|。
2. 设 S ∈ J (x)。我们能找到某个 R ∈ JG(x) 使得 R ⊂ S。令

A(S) =
⊔
y∈G

S(y) =
⊔
y∈G

Nat(hy, S)

且 R = 〈A(S)〉。下证 R ∈ JG(x)。取

∀z u→ x ∈ S

验证 u∗(R) 为覆盖筛。由于 u∗(R) 中包含 {y → z | y ∈ G}，所以 u∗(R) 是覆盖筛。
结合定义，以上性质可推导出包含函子是终函子。
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3. 令 R ∈ JG(x)。则 ⊔
u∈A(R)

hdomu

存在到 R 的自然变换，是 C∧ 中的满态射。

注解 3.1.10

如果我们只是在小范畴 C 上研究，那么上述结论没有必要。然而我们曾经指出，我们常常需
要在 C∧ = PSh(C) 上引入拓扑考虑其上的层。此时就要利用上述结论。

3.2 半层化

从预层出发，我们将分两步构造层。第一步是半层化，它与 Čech 上同调密切相关。

定义 3.2.1: 半层化

设 C = (C,J ) 为座且 G 为一个生成集。则对 ∀x ∈ ObC 及预层 F ∈ C∧，

lim−→J (x)
Nat(−,F) ∼= lim−→JG(x)

Nat(−,F)

为集合。由此可定义预层 F† ∈ C∧，使得

F†(x) := lim−→J (x)
Nat(−,F), ∀x ∈ ObC。

对 ∀u : y → x，通过拉回可产生函子 u∗ : J (x)→ J (y)，以及 F†(u) : F†(x)→ F†(y)。因此我
们有 F† ∈ PSh(C)，称为 F 的半层化(half-sheafification)。

由定义可见，若 F 为层，则 F ∼= F†。
从极限的泛性质，我们可以从一个自然变换 F1 → F2 获得一个自然变换 F†

1 → F†
2。直接验证

说明这产生一个函子
(−)† : PSh(C)→ PSh(C).

设 S ∈ J (x)。由极限定义，对任意覆盖筛 S ∈ J (x) 存在映射

zS : Nat(S,F)→ F†(x) = Nat(hx,F†).

它与自然映射
ĩS : Nat(hx,F)→ Nat(S,F)

合成，产生
ηFx = zS ĩS : F(x)→ F†(x)

这提供一个自然变换
ηF : F→ F†.

如果将 F 中元素等同于 β : hx → F，则 ηFx 还等于 ηFβ = zS(βiS)。综上所述，我们有半层化函子
以及自然变换

η : IdC∧ → (−)†.
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为推导半层化的基本性质，我们先给出一个技术引理。对 ∀u : y → x（等同于 βu : hy → hx）上述
构造产生交换图

Nat(S,F) zS //

��

Nat(hx,F†)

F†(u)

��
Nat(u∗(S),F) zu∗(S)

// Nat(hy,F†),

其中左侧垂直映射来自拉回中的自然变换 ũ，

S
iS // hx

u∗(S)zu∗(S)

//

ũ

OO

hy.

βu

OO

我们有
F†(u)zS(α) = zu∗(S)(αũ)

又因为 F†(u)(β) = ββu, ∀β : hx → F†，等式可改写为

(?) zS(α)βu = zu∗(S)(αũ),

而 (αũ)w = αwu, ∀w ∈ ObC。

引理 3.2.2

1. 对 ∀S ∈ J (x) 及 α : S → F，下图交换

F
ηF // F†

S

α

OO

iS
// hx

zS(α)

OO

；

2. 对 ∀β : hx → F†，存在 S ∈ J (x) 及 α : S → F 使得 zS(α) = β；
3. 对 y ∈ ObC 和 µ, γ : hy → F，如果 ηFµ = ηFγ，则有 ker(µ, γ) ∈ J (y)。
4. 设 S,R ∈ J (x) 且 α : S → F 和 β : R→ F 为态射。则 zS(α) = zR(β) 当且仅当存在
T ∈ J (x) 且 T ⊂ S ∩R 使得 α|T = β|T : T → F。

证明. 我们逐个验证。
1. 要证 ηFα = zS(α)iS，只需对 ∀y ∈ ObC，及 ∀β : hy → S（相当于 S 中一个态射 uβ : y → x

或 uβ : hy → hx），验证以下两个合成一致

hy
β→ S

ηFα

⇒
zS(α)iS

F†.
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考虑下图，其中底部长方形是拉回（因而底部形成交换图）

F
ηF // F†

S

α

OO

iS
// hx

zS(α)

OO

β∗(S) = S ×hx
hy

β′

OO

i′
// hy.

γ:=iSβ

OO

β

ggOOOOOOOOOOOOOO

由于 γ ∈ S，所以 γ∗(S) = hy 且 i′ 为恒等。于是从

ηFαβ = zγ∗(S)(αβ)

且由 (?) 可得
zγ∗(S)(αβ) = zS(α)iSβ.

2. 由极限性质立即可得。
3. 由（2）存在 Sµ 以及 αµ : S → F 使得 ZSµ

(αµ) = ηFµ。同理，存在 Sγ 以及 αγ : S → F

使得 ZSγ
(αγ) = ηFγ。易见 Sµ ∩ Sγ ⊂ ker(µ, γ)，因而后者属于 J (y)。

4. 由极限定义立即可得。

下面我们列举半层化的几个关键性质。

定义 3.2.3: 分离预层（separated presheaf）

设 (C,J ) 为座且 F 是 C 上预层。若对 ∀x ∈ ObC 以及任意覆盖筛 S ∈ J (x)，诱导映射

Nat(hx,F)→ Nat(S,F)

总是单射，则称 F 为分离预层。

命题 3.2.4

1. 函子 (−)† : PSh(C)→ PSh(C) 左正合；
2. 对 ∀F ∈ PSh(C)，F† 分离；
3. F 分离当且仅当 ηF : F→ F† 为单态射。若 F 分离，则 F† 为层；
4. ηF 为同构当且仅当 F 为层。

证明. 我们逐个验证。
1. 设 I 为有限范畴，且有 θ : I → PSh(C)。记 Fi = θ(i), ∀i ∈ I 及

F = lim←−
i

Fi

另一种形式是写成
F = lim←−Iθ
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要证
(lim←−iFi)

† ∼= lim←−iF
†
i ,

也即对 ∀x ∈ ObC，要证

lim−→J (x)
Nat(−, lim←−iFi)

∼= lim←−iF
†
i (x).

由于后者同构于
lim←−ilim−→J (x)

Nat(−,Fi)

从
lim−→J (x)

与有限极限交换以及 Nat(S,−) 是左正合，可以得到以上同构。
2. 设 ∀x ∈ ObC，及 ∀f, g : hx → F†，其像在某个 Nat(S,F) 中相等（S ∈ J (x)）。则存在
R ∈ J (x) 和 α, β : R→ F 使得 zR(α) = f 且 zR(β) = g。于是 ηFα = ηFβ。因此 α 与 β

在某个 T ∈ J (x)(T ⊂ R) 上相等。令 γ : T ↪→ R → F。则 zT (γ) = zR(α) = zR(β)，即
f = g。

3. 若 F 分离，则 ∀x，ηFx 为单。因此 ηF 为单。反之，若 ηF : F→ F† 为单，则 F 是 F† 的子
预层，从而 F 分离。
现设 F 为分离。我们证明 F† 为层。设 x ∈ ObC，S ∈ J (x) 且 α : S → F†。下证 α 通过
hx 分解（即 Nat(hx,F†)→ Nat(S,F†) 为满，从而 1-1 并推出 F† 为层）。
取 R = F×F† S 和 β = zR(pr1)。我们获得下图中上方两行构成的交换图：

F
ηF // F†

R

pr1

OO

pr2
// S

α

OO

iS
// hx

β
``@@@@@@@@

T

p1

OO

p2
// hy

γ

OO

对 ∀y ∈ ObC 及 ∀γ : hy → S，要证 αγ = βiSγ。取 T = hy ×S R。则 T ∈ J (y) 且 p2 为
包含，由 βiSpr2 = ηFpr1，可得

βiSpr2p1 = ηFpr1p1 = αγp2.

又从 βiSpr2p1 = βiSγp2 推出
βiSγp2 = αγp2.

从 F† 的分离性可得 βiSγ = αγ。
4. 由 3 和半层化的定义立即可得。

以上命题说明，任意预层经过最多两次半层化就得到一个层。

3.3 层化

我们接着讨论层化及其性质。首先我们陈述半层化的泛性质。
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引理 3.3.1

设 C为座，F ∈ PSh(C)且 G ∈ Sh(C)。那么任意自然变换 φ : F→ G存在唯一分解 φ = φ′◦ηF，

即有 F
ηF //

ϕ ��?
??

??
??

? F†

ϕ′

��
G.

证明. 对 ∀x ∈ ObC，从极限的泛性质构造 φ′
x

F(x)
ηFx //

ϕx
((QQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQ F†(x) = lim−→J (x)
Nat(−,F)

ϕ′
x

��
G(x).

令 φ′ = {φ′
x}x，其唯一性显然。

层化也产生一个函子，并且具有良好性质。

定理 3.3.2

设 C 为座。包含函子
ι : Sh(C) ↪→ PSh(C)

存在左伴随 (−)a = [(−)†]† : PSh(C)→ Sh(C)，且 (−)a 为正合。

证明. 对 F ∈ PSh(C)，令 Fa := (F†)† ∈ Sh(C)。要验证

Nat(Fa,G) ∼= Nat(F, ι(G)), ∀G ∈ Sh(C).

首先，对
F

ϕ→ ι(G) = G

可构造

F
ηF //

ϕ ��>
>>

>>
>>

> F† ηF
†

//

∃! ϕ′

��

Fa = (F†)†

∃!ϕ′′

zz
G ,

即有自然映射
Nat(F, ι(G))→ Nat(Fa,G).

其次，对于 Fa
ψ→ G，通过合成可产生

F
ηF→ F† η

F†

→ Fa = (F†)†
ψ→ G,

即有自然映射
Nat(Fa,G)→ Nat(F, ι(G)).

最后，可验证以上两个映射互逆。
由于 (−)a 是 ι 的左伴随，所以是右正合，从而正合。
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注解 3.3.3

称 (−)a : PSh(C) → Sh(C) 为层化函子 (sheafification)，称 Fa 为 F 的层化或相伴层 (sheaf
associated to F)。
小范畴 C 在 C∼ = Sh(C) 中的像 {hax}x∈ObC 是 C∼ 的一个生成集。

由于层化可由两次半层化产生，其记号在许多文献中也记为 (−)#。

例 3.3.4

设 X 为拓扑空间，PX 为开集偏序集。考虑常值预层 A : PopX → Set 使得 A(U) = A 且
A(U ↪→ V ) = IdA（A 为集合）。
计算可得

A†(U) =

A,U 6= ∅pt, U = ∅.

若 |A| > 1，则 A† 不是层：当 U 不连通时，则 ηA : A† → Aa 不是同构。
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4 第四讲

本讲一方面将深化对拓扑与层范畴的刻画；另一方面起过渡作用，为后续介绍座态射和拓扑斯
态射做铺垫。需要再次强调的是，由于层化由极限定义，本讲结论推导过程中频繁使用极限的性质
（包括拉回等构造）。

前面我们通过范畴上的拓扑，定义了预层的层化。在这里我们将看到，层化函子能够识别所有
覆盖筛。从这个角度而言，拓扑和层化两个构造相互确定。实际上，层化还提供了预层范畴上的拓
扑和一族态射，预层范畴通过这族态射的局部化就是层范畴。
在很大程度上，C 上的拓扑与 C∧ 上的拓扑“相互决定”。在本讲末尾我们将陈述这一关系。完

成对拓扑与层的讨论之后，下一讲我们将介绍态射的概念，展示如何比较座与拓扑斯。基于态射，
我们能够严谨地说明前述“相互决定”的精确含义。

4.1 层化与拓扑

在第三讲我们构造了半层化和层化函子，其定义依赖覆盖筛上的极限。

引理 4.1.1

令 C = (C,J ) 为座且 x ∈ ObC。设 S 是 x 上的筛而 ιS : S → hx 为包含。则以下等价：
(1) S ∈ J (x)；
(2) ιaS : Sa → hax 为自然同构。

证明. 由于层化函子 (−)a 为正合，所以 ιaS : Sa → hax 为单态射。因为 Idhx
∈ Nat(hx, hx)，所以它

定义了 h†x(x) 和 hax(x) 中的元素，仍记为 Idhx
。

Idhx
∈

��

Nat(hx, hx)

��
Idhx

∈

��

h†x(x) = lim−→J (x)
Nat(−, hx)

��
Idhx

∈ hax(x)

(1)⇒(2)若 S ∈ J (x)，我们将构造态射 hx → Sa 使得 hx → Sa → hax 为自然变换 η : hx → hax。
这能推出 Sa → hax 为满态射。
由定义可知 IdS ∈ Nat(S, S) 给出 S†(x) 中一个元素 u，而这个元素限制到 Idhx

∈ h†x(x)，如
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下图：
Idhx_

��
IdS

  

∈

� // ι : S ↪→ hx

~~

∈

Nat(S, S) //

��

Nat(S, hx)

��
S†(x)

ι†x

// h†x(x)

u
∈

� // Idhx

∈

取 ũ ∈ Sa(x) 为 u ∈ S†(x) = Nat(hx, S†) 决定的元素，并令 ψ : hx → Sa 满足 ψx(1x) = ũ。从 ũ

的构造可知合成
hx

ψ→ Sa
ιa→ hax

恰为 η。
(2)⇒(1) 若 ιa : Sa → hax 为同构，从交换图

hx
η // h†x

η // hax

S
?�

ι

OO

η
// S†
?�

ι†

OO

η
// Sa
?�

ιa ∼=

OO

可知存在 S′ ∈ J (x) 以及 ϕ : S′ → S† 使得下图中，外圈和右边方块交换交换

hx
η // h†x

η // hax

S′?
�
ι′

OO

φ
// S†
?�

ι†

OO

η
// Sa
?�

ιa ∼=

OO

记 m = η ◦ ι′ 及 n = ι† ◦ ϕ，并取它们的核 i : S′′ ↪→ S′（易见 S′′ 是一个筛）。对 ∀y ∈ ObC，及
∀α : hy → S′ 有 η ◦m ◦ α = η ◦ n ◦ α。基于第三讲的一个引理，m ◦ α 和 n ◦ α 的核 α∗(S′′) 是 y

上覆盖筛，即 α∗(S′′) ∈ J (y)。于是 S′′ ∈ J (x)。因此存在 ψ : S′′ → S† 及交换图

S′′ ι′′ //

φ◦i=ψ

��

hx

η

��

S
/ �

ι

??~~~~~~~~

η

����
��
��
��

S†
ι†

// h†x
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任取 β : hy → S′′(∀y ∈ ObC)。存在 Q1 ∈ J (y) 以及 θ1 : Q1 → S 满足 ψ ◦ β ◦ ι1 = η ◦ θ1：

Q2
 j

ι2

��0
00
00
00
00
00
00
00
� � // Q1_�

ι1

��

θ1 // SN n

ι

~~}}
}}
}}
}}

η

��

hx

hy
β

// S′′
/ �

ι′′
>>~~~~~~~~

ψ
// S†

令 f = ι′′βι1 及 g = ιθ1。对 ∀z ∈ ObC 和 ∀γ : hz → Q1 有，记 f 和 g 的核为 Q2 且 ι2 为包含。

η ◦ f ◦ γ = η ◦ ι′′ ◦ β ◦ ι1 ◦ γ

= ι† ◦ ψ ◦ β ◦ ι1 ◦ γ

= ι† ◦ η ◦ θ1 ◦ γ

= η ◦ ι ◦ θ1 ◦ γ

= η ◦ g ◦ γ.

这说明 γ∗(Q2) ∈ J (z)，从而 Q2 ∈ J (y)。
由上可知对 ∀β : hy → S′′ 可构造 Q2 ∈ J (y) 以及 θ2 : Q2 ↪→ Q1

θ1→ S 使得下图交换

hy
β // S′′ ι′′ // hx

S′′ ∩ S_�

��

?�

OO

Q2

?�

ι2

OO

θ2

// S
2�

ι

DD

















其中 S′′ ∩ S 是 x 上的筛。可见

Q2 ⊂ β∗(S′′ ∩ S) = β∗(ι′′∗(S)) = (ι′′ ◦ β)∗(S),

即 β∗(S′′ ∩ S) ∈ J (y)。于是 S′′ ∩ S ∈ J (x)，从而 S ∈ J (x)。

定理 4.1.2

令 C 为范畴而 J1 和 J2 为其上拓扑。以下等价
(1) J1 = J2；
(2) C∼1 = C∼2 。此处 C∼i = Sh(C,Ji)。

证明. (1)⇒(2) 显然。
(2)⇒(1) 由条件可知，(−)a1 = (−)a2 : C∧ → C∼i 。从上述引理可知，对 ∀x ∈ ObC，总有

J1(x) = J2(x).

于是 J1 = J2。
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推论 4.1.3

设 C 为范畴而 J1 和 J2 为其上拓扑。则 J1 ⊂ J2 当且仅当 C∼2 ⊂ C∼1 。

证明.“⇒”显然。
“⇐”设 C∼2 ⊂ C∼1 。若 F ∈ C∧ = PSh(C)，则有 F

η1→ Fa1 及 F
η2→ Fa2，且根据层化的泛性质，存

在 Fa1 → Fa2 使得
F

η1→ Fa1 → Fa2

恰为 F
η2→ Fa2。于是 (Fa1)a2 = Fa2。应用到 S ↪→ hx 上，有交换图

S //

��

Sa1 //

��

Sa2

��
hx // ha1x // ha2x

如果 S ∈ J1(x)，则 Sa1 → ha1x 为同构。因而 (Sa1)a2 → (ha1x )a2 也是同构，即 S ∈ J2(x)。

读者可以通过第二讲的子范畴拓扑和具体例子来理解上述结论。

4.2 局部满态射与层化

范畴 C 上的拓扑与预层范畴 C∧ 上的拓扑相互关联，而后者能通过预层间的特定态射来体现。

引理 4.2.1

设 C 为座，则 C∼ = Sh(C) 中既单且满的态射为同构。

证明. 令 Φ : F→ G为既单且满的层态射。作为预层态射，Φ为单。考虑预层范畴中的余积 G
∐

F G

及两个自然态射

F

Φ

��

Φ // G

i1

��
G

i2
// G

∐
F G

因为 Φ 为单，所以上图既是推出，也是拉回。于是层化产生层范畴中的推出及拉回。

F

Φ

��

Φ // G

ia1
��

G
ia2

// (G
∐

F G)a

由 ia1Φ = ia2Φ 以及 Φ 为满，可知 ia1 = ia2, 且 ia1 = ia2 必为同构（由推出的泛性质判定）。再由
上图为拉回，以及拉回的泛性质，可知 Φ 必为同构。

为陈述后面的定义，我们给出一个技术性引理。
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引理 4.2.2

设 C 有纤维积且 Φ : X → Y 为态射。记 ρ1, ρ2 : X ×Y X ⇒ X 为投影，而 δ : X → X ×Y X
为对角态射。则

(1) δ 为单，而 ρ1, ρ2 为满；
(2) Φ 为单 ⇐⇒ δ 为同构 ⇐⇒ δ 为满 ⇐⇒ ρ1 = ρ2。

证明. 如图
X

1x

  

δ

∃! $$I
II

II
II

II 1x

&&
X ×Y X
ρ2

��

ρ1 // X

Φ

��
X

Φ
// Y

(1) 考虑 Z
α

⇒
β
X

δ−→ X ×Y X 满足 δα = δβ。由于 ρ1δα = ρ1δβ，所以 α = β。因此 δ 为单。考

虑 X ×Y X
ρi−→ X

µ

⇒
γ
W 满足 µρi = γρi(i = 1, 2)。由 µρiδ = γρiδ，可得 µ = γ。因此 ρi

为满。
(2) 设 Φ 为单。由上图可得 Φρ1 = Φρ2，即有 ρ1 = ρ2。反之，若 Z

α

⇒
β
X

Φ−→ Y 满足 Φα = Φβ，

则有
Z

α

  

τ

∃! $$

β

&&
X ×Y X
ρ2

��

ρ1 // X

Φ

��
X

Φ
// Y

从 α = ρ2τ = ρ1τ = β，即 Φ 为单。
下证 Φ 为单（⇔ ρ1 = ρ2）等价于 δ 为同构。若 δ 为同构，则 δ 为满，从而 ρ1 = ρ2。反

之，设 ρ1 = ρ2。则有交换图

X ×Y X

ρ2

,,

ρ1=ρ2

$$I
II

II
II

II
ρ1

��
X

δ

ddIIIIIIIII

1X
��

1X // X

Φ
��

X
Φ

// Y

从拉回的泛性质可知 δ 为同构。

如果有预层态射 F→ G，则此态射的像是 G 的子函子。

命题 4.2.3

设 C = (C,J ) 为座，且 Φ : F→ G 为预层态射。则以下等价：
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(1) 对所有 α : hx → G, x ∈ ObC,Φ : F×G hx → hx 的像属于 J (x)；
(2) Φa : Fa → Ga 为满态射；
(2’) 对所有 F′ ∈ C∼ = Sh(C)，自然映射

Nat(G,F′)→ Nat(F,F′)

为单。

证明. (2)⇒ (2′) 设有 F
Φ→G

Ψ

⇒
Θ
F′ 满足

ΨΦ = ΘΦ : F→ F′

下证 Ψ = Θ。考虑交换图

F

ηF

��

Φ // G
Ψ //
Θ

//

ηG

��

F′

Fa
Φa

// Ga

Ψ̃

>>}}}}}}}} Θ̃

>>}}}}}}}}

由 ηG 的泛性质，可知 Ψ̃ 和 Θ̃ 存在且唯一，使得上图交换。又由 ηF 的泛性质可知 Ψ̃ ◦ Φa =
Θ̃ ◦ Φa。于是从 Φa 为满可知 Ψ̃ = Θ̃，从而 Ψ = Θ。

(2’)⇒(2) 类似反推。

(1)⇒(2) 设有 Fa
Φa

→Ga
Γ

⇒
Σ
H 满足 ΓΦa = ΣΦa。下证 Γ = Σ。

由

F
ϕ //

ηF

��

G

ηG

��
Fa

ϕa
// Ga

Γ //
Σ

// H

可得 ΓΦaηF = ΣΦaηF，即 ΓηGΦ = ΣηGΦ。
下证 ΓηG = ΣηG（然后由 ηG 的泛性质可得 Γ = Σ）。由

Nat(hx,H)
∼=→
ι⋆

Nat(ImΦ,H)

考虑覆盖筛 ImΦ 和交换图

ImΦ� _

ι

��
F×G hx

:: ::tttttttttt

Φ

//

ρ

��

hx

α

��
F

Φ
// G

ηG
// Ga

Γ //
Σ

// H

从 ΓηGΦ = ΣηGΦ 可得 ΓηGΦρ = ΣηGΦρ，即 ΓηGαρ = ΣηGαρ 且 ΓηGαι = ΣηGαι。由于 ι 诱导
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同构
Nat(hx,Ga)

∼=
ι⋆

//

��

Nat(ImΦ,Ga)

��
Nat(hx,H)

ι⋆
∼=

// Nat(ImΦ,H)

所以有 ΓηGα = ΣηGα, ∀x ∈ ObC 及 ∀α : hx → G。从 Yoneda 引理可知，这相当于说 (ΓηG)x =

(ΣηG)x : G(x)→ H(x)。
因此，ΓηG = ΣηG（从而 Γ = Σ）。
（2）⇒（1）考虑 ImΦ ↪→ hx（总是筛）。要证 ImΦ ∈ J (x)。只需验证 Φ

a
: (F ×G hx)

a → hax

为满。由于 (F×G hx)
a ∼= Fa ×Ga hax，而 Fa → Ga 为满，所以 Φ

a
为满。

基于上述命题，我们给出局部满态射的定义。

定义 4.2.4

设 C为座，且 Φ : F→ G 是预层态射。若 Φa 为满态射，则称 Φ为 C∧ 中的局部满态射（local
epimorphism）。

局部满态射在有些文献中叫做 locally surjective maps。

注解 4.2.5

易见在任意拓扑下，C∧ 中满态射必为局部满。

4.3 局部满态射与拓扑

我们现在说明：局部满态射与 C 上拓扑一一对应，相互决定。根据定义，能够很快给出以下性
质。

引理 4.3.1

设 C 为座，则 C∧ 中局部满态射满足以下性质：
(LE1) 对 ∀x ∈ ObC, Id : hx → hx 为局部满；
(LE1’) 若 φ : F→ G 为满态射，则 φ 为局部满；
(LE2) 设 F1

ϕ→F2
ψ→F3 为 C∧ 中态射。如果 φ 和 ψ 均为局部满，则 ψφ 也是；

(LE3) 设 F1
ϕ→F2

ψ→F3 为 C∧ 中态射。如果 ψφ 为局部满，则 ψ 也是；
(LE4) 设 φ : F → G 为 C∧ 中态射。若对 ∀x ∈ ObC 以及 ∀α : hx → G,F×G hx → hx 为局

部满，则 φ 为局部满。

以上讨论说明 C 上的拓扑 J 确定 C∧ 中的一族（局部满）态射，满足性质 (LE1)− (LE4)。关
于局部满态射的更多讨论细节见 Kashiwara-Schapira(第 16 章).

注解 4.3.2

从定义容易推导，(LE1) + (LE2) + (LE3) + (LE4)⇔ (LE1′) + (LE2) + (LE3) + (LE4).
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引理 4.3.3

设 C∧ 中一族态射满足 (LE1) + (LE2) + (LE3) + (LE4)。则它们确定 C 上一个拓扑 J。该拓
扑决定的局部满同态恰为事先给定的这族态射。

证明. 对任意 x ∈ ObC，设 S 为 x 上的筛，并令 S ∈ J (x) 当且仅当 S ↪→ hx 为局部满。可以验
证，这些筛满足拓扑的定义，产生 C 上一个拓扑。

可以验证，上述两个构造建立了 {C 上拓扑}与 {C∧ 中满足条件 (LE1)+(LE2)+(LE3)+(LE4)
的态射族} 的一一对应。

例 4.3.4

容易验证，预层范畴 C∧ 中所有满态射构成的态射族满足 (LE1) + (LE2) + (LE3) + (LE4)，对
应 C∧ 上的最小拓扑。
同样，预层范畴 C∧ 中所有态射构成的态射族也满足 (LE1) + (LE2) + (LE3) + (LE4)，而

它对应 C∧ 上的最大拓扑。

范畴 C 上的拓扑 J 可以按照以下方式延拓为 C∧ 上一个拓扑 JC∧。

命题 4.3.5

令 C 为座。则在 C∧ 存在一个拓扑 JC∧，使得对 ∀F ∈ ObC∧ 和 F 上任意筛 S，S ∈ JC∧(F) 当
且仅当

∐
fα∈S fα 为局部满。拓扑 JC∧ 是 C∧ 上满足以下条件的最小拓扑：

(1) 大于 C∧ 上的典范拓扑 (即由 C∧ 中所有满态射给定的拓扑)；
(2) C 中所有覆盖筛在 C∧ 中生成的筛为覆盖筛。

证明. 首先，由局部满态射的性质可知 JC∧ 确为 C∧ 的 Grothendick 拓扑，含所有满态射族。
其次，设 J ′ 为满足以上条件的 C∧ 中拓扑。要证对 ∀G ∈ ObC∧,JC∧(G) ⊂ J ′(G)。令 〈fα :

Fα → G〉α = S ∈ JC∧(G)。下证 S ∈ J ′(G)。令 ια : Fα →
∐
β Fβ 为典范单态射且 f :=

∐
α fα 为由

{fα}α 自然产生的态射 f : F→ G。为了证明 S ∈ J ′(G)，我们将其改写成 S = 〈f〉。根据 C∧ 的基
本性质，存在 {xi}i ⊂ ObC，使得 {ui : hxi

→ G}i 为 C∧ 中满态射集（生成一个覆盖筛 ∈ J ′(G)）。
要证 〈f〉 ∈ J ′(G)，只需证明对 ∀i，拉回

pr2 : F×G hxi
→ hxi

为 J ′ 中覆盖筛。取 {υij : hyij → F×G hxi
}j（生成 J ′(F×G hxi

) 中覆盖筛），为 C∧ 满态射集。则
〈pr2 ◦ υij : hyij → hxi

〉j 为 J ′ 中覆盖，因而对应 C 中 xi 的一个覆盖。因此 〈pr2 ◦ υij 〉j 是 J ′ 中覆
盖筛。这说明 pr2 生成的筛包含 J ′ 中一个覆盖筛，即 〈pr2〉 是 J ′ 中覆盖筛。

读者可以思考 C 上 Jmin 和 Jmax 在 C∧ 上所诱导产生的拓扑是什么？

注解 4.3.6

基于上述 C∧ 上拓扑 JC∧，前面的 (LE2) 和 (LE4) 的可以一般化为如下性质：
(1) 设 F

Φ→G 为局部满且 F′ Ψ→G 为 C∧ 中任意态射。则 F×G F′ → F′ 为局部满。
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(2) 如果 F
Φ→G 为 C∧ 中态射，Ψ : F′ → G 为局部满且 F×G F′ → F′ 为局部满，则 Φ 为

局部满。

以上性质分别对应 Grothendieck 拓扑定义公理中的“稳定性”和“传递性”公理。

注解 4.3.7

对于范畴 E 和它的满子范畴 D, E 上任意拓扑 JE 可以限制为 D 上一个拓扑 JD。这个构造在
我们引入座态射或拓扑斯态射后才便于给出。
假设我们接受这种构造，那么 C 上拓扑 JC 延拓为 C∧ 上的拓扑 JC∧，“限制”回到 C 上

恰好是 JC。具体情况请见第六讲。

借鉴 4.2.2（“满态射和单态射相互确定”），我们给出以下定义。需要强调的是层范畴中存在纤
维积，它是预层纤维积的层化。

定义 4.3.8

设 C 为座，且 Φ : F → G 是预层态射。若 δ : F → F ×G F 为局部满，则称 Φ 为局部单态
射(local momnomorphism)。

如果 Φ 既为局部满又是局部单，则称之为局部同构(local isomorphism) 。

例 4.3.9

如果考虑预层范畴 C∧ 中所有满态射构成的局部满态射族，则局部单态射就是单态射，因而局
部同构就是通常的自然同构。
相对而言，如果选预层范畴 C∧ 中所有态射构成的态射族为局部满态射族，则所有态射，

即所有自然变换，都是局部单和局部同构。

注解 4.3.10

局部同构恰为层化为同构的态射，其性质详见 SGA4 或 Kashiwara-Schapira。设 Σ 由所有局
部同构组成。则它是一个乘法系（multiplicative system），而预层范畴 C∧ = PSh(C) 的局部化
Σ−1PSh(C) 就是层范畴 Sh(C,J )，其中 J 是由前述局部满态射确定的拓扑。

在上例中，我们很容易看出 PSh(C) 的两种局部化。

4.4 阶段性结语

从第一讲到第四讲，我们主要介绍单个范畴上的拓扑、相应的层以及层范畴的描述和性质。这
些内容组成本课程的第一部分。在第二部分内容里面，我们将讨论如何比较两个座、其上的层以及
相应的层范畴。
我们迄今为止，尚未引入具有代数结构的层，如阿贝尔层。最简洁易懂的定义方式是考虑阿贝尔

预层 F : Cop → Ab，其中 Ab = Mod-Z为阿贝尔群范畴。如果 F与遗忘函子的合成 Cop F→ Ab→ Set
在拓扑 J 下为集合层，则称 F 为 C = (C,J ) 上的阿贝尔层。所有 C = (C,J ) 上的阿贝尔层构成
的范畴记作 Sh(C,Ab)，或 Sh(C,Z)，是阿贝尔范畴这一概念的原始模板之一。此时对于表示论领
域读者而言，前四讲中许多范畴论概念都有更加熟悉的同调代数形式，如核。
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5 第五讲

作为讲义的第二部分的开端，我们将讨论如何比较拓扑斯。
给定一个拓扑斯 E，一般存在不同范畴上的座 C1 和 C2，满足 E ' Sh(C1) ' Sh(C2)。基于此

观察，拓扑斯是比座更为本质的数学构造。因此作为一类广义空间，我们应当考虑拓扑斯之间的态
射。然而，座的底层范畴往往比拓扑斯小，不少情况下更便于计算。于是在不少实际工作中，我们
会考虑座之间的态射。这些态射将诱导相应的拓扑斯态射，因而在一定程度上是更加底层的构造。
给定座 C = (C,J )，我们仍简记 C∧ = PSh(C) 为其上集合预层范畴，且 C∼ = Sh(C) 为集合

层范畴。

5.1 连续函子与座态射

设 α : C → D 为小范畴之间的（正变）函子。它诱导出预层范畴之间的函子 Resα，称作“沿
着 α 的限制”，简称限制

Resα := − ◦ α : D∧ → C∧.

从经典范畴论可知，限制函子存在左伴随 LKα 和右伴随 RKα，

LKα,RKα : C∧ → D∧.

分别称为“沿着 α 的左 Kan 扩张和右 Kan 扩张”，由极限所定义，简称左、右 Kan 扩张。
对于具有代数结构的层范畴，如阿贝尔层范畴，上述伴随函子仍然存在，在此不再赘述。两个

Kan 扩张在范畴论和同调代数里面占有核心地位，其抽象形式在一些情况下能显现为清晰的计算
公式。

例 5.1.1

设 G 为有限群，H 为子群。将它们看作只有一个对象的范畴，并考虑包含函子 ι : H → G。
则 G∧ = G-Set 为 G-集合范畴，限制 Resι : G∧ → H∧ 等同于经典的限制函子 ↓GH : G-Set →
H-Set。相应地，左、右 Kan 扩张等同于诱导 ↑GH 和余诱导 ⇑GH（此特殊情况下，两个 Kan 扩
张恰好同构）。

我们非常关心限制函子何时能够保持层。

定义 5.1.2

设 C 和 D 为座，且 α : C → D 为函子。如果

Resα : D∧ → C∧

限制为层范畴之间的函子 Resα : D∼ → C∼，则称 α 为连续函子。

Artin 在 1962 年的哈佛大学数学系讲义《Grothendieck Topologies》里面给出了一个重要例子
（与 Galois 上同调密切相关）。该例子探讨拓扑群及其离散表示，使用特定的轨道范畴。为简便起
见，我们仅考虑离散有限群的特例。
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例 5.1.3

设 G 为有限群。我们构造其轨道范畴 O(G) 如下:
1. 对象是所有可迁轨道 G/H，其中 H 为所有可能的子群,
2. 态射是上述 G-集合之间的所有 G-映射（群论简单作业：刻画这些映射）.

考虑 G/1 构成的满子范畴 O1(G)。此对象 G/1 的态射均为该轨道的自同构，且所有态射构成
的群 Aut(G/1) 同构于 G. 包含函子

ι : O1(G)→ O(G)

产生预层范畴间的限制和 Kan 扩张。如果我们在 O(G) 上赋予子范畴拓扑 JO1(G)（也叫稠密
拓扑），则 Resι 是连续函子。
实际上，限制函子提供一个范畴等价，将 O1(G)

∧ ∼= G-Set 等同于 Sh(O(G),JO1(G)). 具
体而言，它将任意 G-集合 M 对应到不动点层 FM，其中 FM (G/H) = MH 为 H-不动点集，
∀G/H ∈ ObO(G)。这个等价能够限制到 G 的各个线性表示范畴上。

Artin 的结论可以看作 Giraud 比较引理的特例。

上例提供了群表示与层论之间的第一个重要联系，同时体现了态射研究的重要性。我们给出连
续函子的一个等价刻画。

命题 5.1.4

设 C 和 D 为座，且 α : C → D 为函子。则以下等价：
(1) α 连续;
(2) 对 ∀c ∈ ObC 以及 S ∈ J (C)，包含函子 S ↪→ hc 在左 Kan 扩张下的像

LKαS → LKαhc = hα(c)

为 D∧ 中局部同构；
(3) 对所有 C∧ 中局部同构族 Fi → F（即

∐
i

F → F 为局部同构），产生的 D∧ 中态射族

LKαFi → LKαF 为局部同构；
(4) 存在函子 α−1 : C∼ → D∼，与余极限可交换，且为 α 的扩张，即有同构意义下的交换
图

∀c � //G

��

hacv

��

C ϵC //

α

��

C∼

α−1

��
D ϵD

// D∼

α(c) � // haα(c)
∼= α−1(hac )

证明. 第一步，我们按照下列顺序证明部分等价 (1)⇒ (4)⇒ (2)⇒ (1)。
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(1)⇒ (4) 构造 α−1 = (−)a ◦ LKα ◦ ι 如下：

α−1 : C∼ ι
↪→C∧ LKα−→D∧ (−)a−→D∼.

由以上构造可知，对 F ∈ C∼ 和 G ∈ D∼,

Nat(α−1(F),G) ∼= Nat((LKαF)
a,G)

∼= Nat(LKαF,G)

∼= Nat(F,ResαG)

作为左伴随函子，α−1 与余极限可交换。
现在我们验证 α−1 是 α 的扩张，即 α−1(hac )

∼=haα(c)。首先我们注意到存在自然变换 haα(c) →
α−1(hac )（由 (−)a 的泛性质产生）；其次，我们能够验证，对 ∀G ∈ D∼，诱导产生的以下映射

Nat(α−1(hac ),G)→ Nat(haα(c),G)

为 1-1。实际上，我们可验证下图交换

Nat(α−1(hac ),G) // Nat(haα(c),G)

Nat(LKα(hc),G)

∼=

OO

∼=
// Nat(hα(c),G)

∼=

OO

由此可推断上方水平映射为 1-1 的。基于 Yoneda 嵌入，我们能得到所需同构。我们也能直接计算
验证如下：

Nat(α−1(hac ),G) ∼= Nat(hac ,ResαG)

∼= Nat(hc,ResαG)

∼= α⋆(G)(c)

= G(α(c))

且有 Nat(haα(c),G) ∼= Nat(hα(c),G) = G(α(c))。
(4)⇒ (2) 考虑右图（根据定义，左边方图交换）：

C
h− //

α

��

C∧

LKα

��

(−)a // C∼

α−1

��
D

h−

// D∧
(−)a

// D∼

其中水平合成函子为 εC 和 εD(因而外圈也交换)。在前面提过，对 ∀F ∈ C∧，总有

lim
−→C/F

h−
∼=→F

由于 LKα, α
−1 和 (−)a 均与 lim

−→
可交换，有

lim
−→C/F

α−1(ha−)
∼=→α−1(Fa)

和
lim
−→C/F

(LKαh−)
a ∼=→(LKαF)

a
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从 LKαh− ∼= hα(−) 可知 α−1(h−)
a ∼= (hα(−))

a，从而

α−1(Fa) ∼= (LKαF)
a

证明上图右框可交换 (同构意义下)。
设 S ∈ J (C)。则 S

ι
↪→hc 为 C∧ 中的局部同构，而 Sa → hac 为 C∼ 中同构。于是 (LKαS)

a →
(LKαhc)

a 相当于 α−1(Sa) → α−1(hac )，是 D∼ 中同构。这说明 LKαS → LKαhc 为 D∧ 中局部同
构。

(2)⇒ (1) 设 S ∈ J (C)，则 α−1(S)→ α−1(hc) 为 D∼ 中同构。于是对 ∀G ∈ D∼，有交换图

Nat(α−1(hc),G)
∼= // Nat(α−1(S),G)

Nat(hc, α⋆(G)) //

∼=

OO

Nat(S, α⋆(G))

∼=

OO

因为下方水平映射为 1-1，所以 α⋆(G) 为层，即 α 为连续。
第二步，我们补全剩下的等价：
(3)⇒ (2) 显然成立。
(1)⇒ (3) 对 ∀G ∈ D∼, α⋆(G) ∈ C∼。于是有交换图

Nat(Fa, α⋆G)

∼=
��

Nat(F, α⋆G)

��

∼= // Nat((LKαF)
a,G)

��
Nat(

∐
i

Fi, α⋆G) ∼=
// Nat((

∐
i

LKαFi)
a,G)

Nat((
∐
i

Fi)
a, α⋆G)

∼=
OO

由于
∐
i

Fi → F 为局部同构，所以上方水平映射为 1-1。因而下方水平映射为 1-1，即
∐
i

LKαFi →

LKαF 为局部同构。

注解 5.1.5

条件 (3) 可修改为：对 C∧ 中局部同构 F′ → F,LKαF
′ → LKαF 为局部同构。后者恰为

Kashiwara-Schapira 书中座态射的定义。

为了便于读者了解不同背景下连续函子的内涵，我们再陈述一个定义和相应的刻画。

定义 5.1.6

令 C 和 D 为座，且 α : C → D 为函子。若对 ∀c ∈ ObC 及 S ∈ JC(c), α(S) 生成 α(c) 上的一
个覆盖筛，则称 α保持覆盖。
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命题 5.1.7

设 C 和 D 为座，且 α : C → D 为函子。如果 α 连续，则 α 保持覆盖。若 C 和 D 上拓扑由拓
扑基 KC 和 KD 给定，且 α 与纤维积可换，则 α 保持覆盖推出 α 连续。

代数几何中常假设 C 上存在纤维积，使用拓扑基：如 Stacks Project 用保持覆盖定义连续函
子。因为篇幅限制，我们在前面没有给出拓扑基的明确定义。对于不熟悉此定义的读者，可以跳过
下面的证明内容。

证明. 设 S ∈ JC(c)。则将 S 嵌入 C∧ 中产生局部同构族

{hdomf
f◦−→ hc|f ∈ S}

对 ∀G ∈ D∼，有 α⋆G ∈ C∼。可得交换图

Nat(hc,ResαG)
∼= //

∼=

��

Nat(
∐
f

hdomf ,ResαG)

∼=

��
Nat(hα(c),G) // Nat(

∐
f

hα(domf),G)

由此可知下方水平映射为 1-1，即 ∐
f

hα(domf) → hα(c)

为局部同构，即
{α(f) : α(domf)→ α(c)|f ∈ S} = α(S)

生成 α(c) 的覆盖筛。
设 α 保持覆盖。则 KC(c) 被映到 KD(α(c)) 中。若任取 {ci → c} ∈ KC(c)，则有

α(ci ×c cj) ∼= α(ci)×α(c) α(cj)

如果 G ∈ D∼，要证 ResαG ∈ C∼。由等化子序列

G(α(c))→
∏
i

G(α(ci))⇒
∏
i,j

G(α(ci)×α(c) α(cj))

以及 α 保持纤维积，可将等化子改写为

ResαG(c)→
∏
i

ResαG(ci)⇒
∏
i,j

ResαG(ci ×c cj)

于是 ResαG ∈ C∼，即 α 为连续。

5.2 上连续函子与座态射

定义 5.2.1

设 D = (D,JD)和 C = (C,JC)为两个座，且 β : D → C。如果对 ∀d ∈ ObD以及 S ∈ JC(β(d))，
存在 R ∈ JD(d) 使得 β(R) ⊆ S，则称 β : D → C 为上连续(cocontinuous)。
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注解 5.2.2

以上定义条件相当于说
{f ∈ MorD

∣∣ codf = d, β(f) ∈ S}

包含 R，是 JD(d) 中覆盖筛。

以下是上连续函子的等价刻画。

命题 5.2.3

设 D 和 C 为座，且 β : D → C 为函子。则以下等价:
(1) β 为上连续；
(2) 函子

Ψ−1 : C∼ ↪→ C∧ Resβ−→D∧ (−)a−→D∼

存在右伴随；
(3) RKβ : D∧ → C∧ 限制为层范畴间函子 D∼ → C∼。

证明. (2)⇔ (3) 对 ∀G ∈ D∼ 和 ∀F ∈ C∼，

Nat(F,RKβG) ∼= Nat(ResβF,G)

∼= Nat((ResβF)a,G)

∼= Nat(Ψ−1F,G)

(1)⇒ (3)设 G ∈ D∼。要证 RKβG ∈ C∼。我们将论证对 ∀c ∈ ObC 及 ∀S ∈ JC(c), S ↪→ hc，诱
导 C∧ 中同构 Nat(hc,RKβG)→Nat(S,RKβG)。因为上式可在 D∧ 中改写为 Nat(Resβ(hc),G) →
Nat(Resβ(S),G)，所以为证明 Resβ(S) ↪→ Resβ(hc) 是 D∧ 中局部同构, 只需证它是局部满。
为此，我们证明对 ∀d ∈ ObD 以及 α : hd → Resβ(hc),Resβ(S)×Resβ(hc) hd → hd 为覆盖，后

者（在同构意义下）来自下方拉回

Resβ(S)×Resβ(hc) hd

��

// hd

α

��
Resβ(S) // Resβ(hc)

我们注意到 α 可分解（因为 hβ(d) = LKβhd) 为 α : hd → Resβ(hβ(d))→ Resβ(hc)。因此上图可分
解为

Resβ(S)×Resβ(hc) hd

��

// hd

��
Resβ(S)×Resβ(hc) Resβ(hβ(d)) //

��

Resβ(hβ(d))

��
Resβ(S) // Resβ(hc)
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其中左上角同构于拉回

Resβ(S)×Resβ(hc) Resβ(hβ(d))×Resβ(hβ(d)) hd.

由上图进一步产生
Resβ(S)×Resβ(hc) Resβ(hβ(d))→ Resβ(hβ(d)),

以及 Resβ(S)×Resβ(hc)hd → hd。因为 Resβ 与极限可换，所以 Resβ(S×hc
hβ(d)) ∼= Resβ(S)×Resβ(hc)

Resβ(hβ(d))→ Resβ(hβ(d)) 来自 S ×hc
hβ(d) → hβ(d) （C∧ 中态射）。但是 S ×hc

hβ(d) 是 S ∈ JC(c)

沿着态射 hβ(d) → hc（相当于 β(d)→ c）的拉回，所以 S ×hc
hβ(d) ∈ JC(β(d))。于是，由 β 是上

连续可得
R = {f ∈ MorD

∣∣ codf = d且β(f) ∈ S ×hc
hβ(d)}

是 JD(d) 中的覆盖筛。直接计算可知

R ⊂ Resβ(S)×Resβ(hc) hd

(3)⇒ (1) 设 ∀G ∈ D∼。则 RKβG ∈ C∼。令 d ∈ ObD 及 S ∈ JC(β(d))。我们有同构

Nat(hβ(d),RKβG)
∼= //

∼=
��

Nat(S,RKβG)

∼=
��

Nat(Resβ(hβ(d)),G) ∼=
// Nat(Resβ(S),G)

于是 Resβ(S)→ Resβ(hβ(d)) 是 D∧ 中局部同构。对 ∀hd → Resβhβ(d)，有拉回

R //

��

hd

��
Resβ(S) // Resβ(hβ(d))

由于局部同构的拉回为局部同构，且 R→ hd 为单，所以 R ∈ JD(d)，满足 β(R) ⊆ S。于是 β 为
上连续。

注解 5.2.4

1. 上连续函子的合成仍为上连续；
2.“连续”与“上连续”有种对偶关系：设 β : D → C 存在左伴随 α : C → D。则 α 连
续当且仅当 β 上连续。实际上由 α 是 β 的左伴随，可得 Resα 是 Resβ 的右伴随。因
此 Resα ∼= RKβ。

5.3 拓扑斯态射

定义 5.3.1

设 C∼ 和 D∼ 为拓扑斯。拓扑斯态射

Φ : C∼ → D∼
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由一对伴随函子 Φ⋆ : C∼ → D∼ 及其左伴随 Φ−1 : D∼ → C∼ 组成，且 Φ−1 为左正合。
两个拓扑斯态射 C∼ → D∼ 和 D∼ → E∼ 可以合成一个拓扑斯态射 C∼ → E∼。

函子 Φ−1 实际为正合。此要求使得上述定义能够包含经典层论对应构造。

注解 5.3.2

(1) 常称 Φ⋆ 为正像函子，Φ−1 为逆像函子。
(2) 连续函子 α : D → C 自然产生一个拓扑斯态射 Φ : C∼ → D∼，使得 Φ⋆ = Resα 及

Φ−1 = LKa
α；

(3) 上连续函子 β : D → C 也产生一个拓扑斯态射 Ψ : D∼ → C∼，使得 Ψ⋆ = RKβ 及
Ψ−1 = Resaβ；

(4) 对于拓扑斯态射 Φ : C∼ → D∼，存在座 E 以及函子 C β→E α←D，其中 β 为上连续而
α 为连续，使得 Φ 为 β 和 α 产生的拓扑斯态射的合成（参见 Stacks Project）。

综合前面的讨论，我们陈述本讲最后一个结论。

引理 5.3.3

设 α : C → D 既连续且上连续。则有拓扑斯态射 Φ : C∼ → D∼，使得
(1) Φ⋆ = RKα 且 Φ−1 = Resα；
(2) Φ−1 存在左伴随 Φ! := LKa

α；
(3) Φ−1 与极限，余极限均可交换。
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6 第六讲

对于拓扑空间的子集，存在一个自然的方式使之成为子空间。我们将此概念合理推广至座上，
引入诱导拓扑概念并证明 Giraud 比较引理。在第四讲里面，我们引入了切片范畴概念，后者被看
作拓扑空间“切片”（即开子空间）的代数化。借助诱导拓扑，我们将引入并阐释广义切片范畴的
数学意义。更进一步将拓扑斯看作一种广义空间，我们将介绍其“切片拓扑斯”的概念并说明后者
确为拓扑斯。

6.1 诱导拓扑与限制

给定拓扑空间 (Y, TY ) 及其任意集合映射 f : X → Y，TY 能在 X 上诱导一个自然的拓扑使得
f 连续。该连续映射提供一个函子 f−1 : PY → PX（U 7→ f−1(U), ∀U），以及 Resf−1 : P∧

X → P∧
Y。

在 PY 和 PX 的典范拓扑下，易见 f−1 保持覆盖，为连续函子。

定义 6.1.1

设 D = (D,JD) 为座，C 为小范畴且 α : C → D 为函子。在 C 上存在一个最大的使 α 连续的
拓扑，称之为 C 上由 JD 经 α 诱导的拓扑，简称诱导拓扑。

利用第二讲一个结论，考虑所有 C 上预层

{ResαF
∣∣ F ∈ D∼} ⊂ C∧.

则存在 C 上拓扑，使得所有 ResαF 均为层（即 α 连续）的最大拓扑（诱导拓扑）。
现在我们刻画诱导拓扑。

命题 6.1.2

设 D = (D,JD) 为座，C 为小范畴，α : C → D 为函子且 JC 为诱导拓扑。对于 ∀c ∈ ObC 及
其上筛 S，以下等价：

(1) S ∈ JC(c)；
(2) 对 ∀c′ ∈ ObC 及 f : c′ → c，以下态射 LKα(S ×hc

hc′)→ LKα(hc′) 为局部同构。

证明. (1)⇒ (2) 由拓扑公理可知拉回

S ×hc
hc′ → hc′

为 c′ 上覆盖筛。于是由 α 的连续性

LKα(S ×hc
hc′)→ LKα(hc′)

为局部同构。
(2)⇒ (1) 对 ∀G ∈ D∼，有交换图

Nat(LKα(hc′),G)
∼= //

∼=
��

Nat(LKα(S ×hc
hc′),G)

∼=
��

Nat(hc′ ,ResαG) ∼=
// Nat(S ×hc

hc′ ,ResαG)

由 ResαG 为层及诱导拓扑的最大性，可知 S ∈ JC(c)。
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注解 6.1.3

1. 若 D = (D,JD) 为座，且 C ⊂ D 为满子范畴（记 ι : C ↪→ D），则对 ∀c ∈ ObC，以及
任意 F ∈ C∧，总有

LKι(F)(c) = F(c)

因此

JC(c)

={S ∩HomC(−, c)
∣∣ S ∈ JD(c)}

2. 令 C = (C,JC) 为座。从第四讲可知，C 上拓扑可以延拓到 C∧ 上。考虑 C∧ 上这个拓
扑。它在满子范畴 C 上诱导的拓扑恰为 JC。

现在我们能够陈述和证明 Giraud 比较引理。

定理 6.1.4

设 C 为小范畴，D 为座且 α : C → D 为忠实满函子，在 C 上诱导拓扑。假定 D 中任一对象 c

都存在 S ∈ JD(c)，且 S 由起点在 α(C) 中的态射生成。则限制函子

Resα : D∼ → C∼

为范畴等价。

证明. 不妨设 C 为 D 的满子范畴，而 α = ι 为嵌入。我们证明 Resι 为忠实满（fully faithful）且
本质满 (essentially surjective).

1. 对 ∀G ∈ D∧，我们证明余单位

εG : LKιResι(G)→ G

为局部同构且 Resι : D∼ → C∼ 为忠实满。对 ∀c ∈ ObC，考虑态射 f : hc → G。它可以
唯一分解为

hc
F→LKιResι(G)

εG→G

令 f1, f2 : hd ⇒ Resι(G) 为两个态射，满足 εGf1 = εGf2。对 ∀f ′ : hc → hd，有 εGf1f
′ =

εGf2f
′。由 εG 的性质，可知 f1f

′ = f2f
′。由条件，所有可能的 f ′ 生成 d 上一个覆盖筛。

因此 Ker(f1, f2) ∈ JD(d)。根据局部同构的等价刻画，可得 εG 为局部同构，即 εaG 为同
构。因此在 D∼ 上，LKa

ιResι ∼= Id，即 Resι 是忠实满。
2. 下证 Resι 为本质满：条件保证了 ι : C ↪→ D 为上连续。在此情况下，有函子 RKι : C∼ →
D∼。于是根据 Kan 扩张的基本性质，对于

ResιRKι(F) ∼= F, ∀F ∈ C∼

以上说明 Resι 为本质满。



6 第六讲 44

6.2 广义切片范畴

前面我们定义了切片范畴。更一般地，设 C = (C,JC) 为座且 F ∈ C∧。考虑嵌入 C ↪→ C∧，我
们能构造“广义切片范畴”C/F（C 在 F 的局部化）如下：

1. 对象：{(c, f)
∣∣ c ∈ ObC, f : hc → F}

2. 态射：(c′, f ′)
g→(c, f) 为 C∧ 中态射，使下图交换

hc′
g //

f ′
��@

@@
@@

@@
@ hc

f����
��
��
��

F

其中 g 可看作 C 中态射 g : c′ → c。
以上构造产生自然函子

jF : C/F→ C,

使得 jF((c, f)) = c 且 jF(g) = g。
根据前述讨论，C 上拓扑在 C/F 诱导一个拓扑，使得 jF 连续。由此产生函子

ResjF : C∼ → (C/F)∼

以及
LKjF : (C/F)∧ → C∧

和
LKa

jF
: (C/F)∼ → C∼

为便于讨论，我们回顾此特殊情况下的 Kan 扩张的具体表达式。

注解 6.2.1

1. 对 ∀G ∈ (C/F)∧ 及 c ∈ ObC。

LKjF(G)(c) ∼=
∐

f :hc→F

G(c, f)

若 S ∈ JCF
(c′, f ′)，则 LKjF(S)(c) =

∐
f :hc→F

S(c, f)

2. 由此可推出，LKjF 与纤维积可换，从而保持单态射。（回顾：α : X → Y 为单态射，
相当于 δ : X → X ×Y X 为同构。）

广义切片范畴具有良好的函子性，其上的诱导拓扑便于刻画。

命题 6.2.2

设 C = (C,JC) 为座，F ∈ C∧。则
1. 对于 (c, f) ∈ Ob(C/F) 及其上的筛 R，R ∈ JC/F(c, f) 当且仅当 LKjFR ∈ JC(c)；
2. jF 为连续和上连续；
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3. 令 Ψ : F′ → F 为 C∧ 中态射，Ψ̃ : C/F′ → C/F 是它诱导的函子。存在交换图

C/F′
∼
Ψ //

jF′
!!B

BB
BB

BB
B

C/F

jF~~}}
}}
}}
}}

C

而 jF′ 与
∼
Ψ 诱导的拓扑一致。

证明. 1. 若 R ∈ JC/F(c, f)，则由 jF 的连续性可知 LKjFR → LKjFh(c,f) 为局部同构。再由
LKjF 保持单态射可知 LKjFR 为 c 上覆盖筛。反之，设 R 为 (c, f) ∈ Ob(C/F) 上的筛，且
LKjFR ∈ JC(c)。对 ∀g : c′ → c 可得 LKjFR ×hc

hc′ ∈ JC(c
′)。又因为 LKjF 与纤维积可

换，所以

LKjFR×hc
hc′

∼=LKjFR×LKjF
h(c,f)

LKjFh(c′,fg)

∼=LKjF(R×h(c,f)
h(c′,fg)).

这说明
LKjF(R×h(c,f)

h(c′,fg))→ LKjFh(c′,fg)

为局部同构。由诱导拓扑的性质可知

R×h(c,f)
h(c′,fg) ∈ JC/F(c

′, fg)

再从拓扑的公理可知 R ∈ JC/F(c, f)。
2. 由连续和上连续的定义与刻画。
3. 由 1 以及诱导拓扑的性质，加上 jF ◦

∼
Ψ = jF′ 推出 LKjF ◦ LK∼

Ψ
∼= LKjF′。

以下结论说明预层拓扑斯在 F 上的局部化 (C/F)∧ 仍然是一个预层拓扑斯。

命题 6.2.3

令 jF : C/F→ C 如上，则
1. 函子 LKjF : (C/F)∧ → C∧ 分解为

(C/F)∧ eF−→ C∧/F
j∧F−→ C∧

且 eF 为范畴等价。
2. 函子 eF ◦ ResjF

C∧
ResjF−−−→ (C/F)∧ eF−→ C∧/F

同构于函子 π : C∧ → C∧/F，将 ∀G ∈ C∧ 映到 (G× F, pr) ∈ C∧/F。

证明. 对于第一点，对 (C/F)∧ 的终对象 F•，可计算得

LKjF(F•)(c) ∼=
∐

hc

f−→F

F(hc, f) ∼= F(c),
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∀c ∈ ObC。于是 LKjF(F•) ∼= F。因此 (C/F)∧ → C∧ 分解为

(C/F)∧ → C∧/F→ C∧.

具体而言，对 G̃ ∈ (C/F)∧，定义 eF(G̃) 如下。令 G ∈ C∧，使之对 ∀c ∈ ObC，有

G(c)

=LKjF(G̃)(c)

={(x, f)
∣∣ f ∈ F(c), x ∈ G̃(c, f)}.

它到 F 存在自然变换 ψ : G → F 使得 ψc : G(c) → F(c) 为投影，∀c ∈ ObC。取 eF(G̃) = (G, ψ) ∈
C∧/F。
反之，任取 (G, ψ) ∈ C∧/F，可构造 G̃ ∈ (C/F)∧，使得对 ∀(c, f) ∈ C/F（即 f ∈ F(c)），

G̃(c, f) = HomC∧/F((hc, f), (G, ψ))

为 pt
·7→f→ F(c)

ψc← G(c) 的拉回。
直接计算表明以上两种构造互逆，于是 eF 为等价。
对于第二点，我们注意到 eF ◦ResjF 是 C∧/F→ C∧ 的右伴随。由于 π 也是右伴随，所以两个

函子同构。

6.3 切片拓扑斯

由于拓扑斯是比座更为本质的数学构造，所以关于广义切片范畴及其上拓扑斯的讨论，自然衍
生出对“拓扑斯切片”的研究。设 C 是一个座且 F ∈ C∧。我们进一步说明“拓扑斯的切片”C∼/Fa

仍为拓扑斯。
由 jF : C/F→ C 的性质，可产生三个函子:

C∼ j−1
F

// (C/F)∼

jF∗

hh

jF!

vv

其中 j−1
F : C∼ → (C/F)∼ 称为限制函子，jF∗ : (C/F)∼ → C∼ 称为正像函子，jF! : (C/F)∼ → C∼ 称

为空集延拓（extension by the empty set）。当 C = PX 赋予典范拓扑，若 F = hU （U 为开子集），
则上图左边还能补上 P∼

U 和类似的三个函子。

引理 6.3.1

设 C 为座且 F ∈ C∧。令 G ∈ (C/F)∧。则 jF!(G
a) ∼= LKjF(G)a。

证明. 设 H ∈ C∧. 由

Nat(jF!(Ga),H)

∼=Nat(LKjF(G
a),H)

∼=Nat(Ga,ResjF(H))
∼=Nat(G,ResjF(H))
∼=Nat(LKjF(G),H)

∼=Nat(LKjF(G)a,H),

可知 jF!(G
a) ∼= LKjF(G)a。
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注解 6.3.2

1. 以上公式说明，对 ∀G ∈ (C/F)∼，jF!(G)是 LKjF(G)的层化。由于前面给出了 LKjF(G)

的计算公式，所以它表明了 LKjF(G) 的可计算性。
2. 若 F = hc，则记 jF 为 jc。对于 ∀(c′, f ′) ∈ Ob(C/hc)，jc![ha(c′,f ′)]

∼= hac′。

定理 6.3.3

设 C 为座且 F ∈ C∧。则
1. 函子 jF! : (C/F)∼ → C∼ 分解为 (C/F)∼

eaF−→ C∼/Fa → C∼，且 eaF 为范畴等价。
2. 函子 C∼ → (C/F)∼ → C∼/Fa 同构于 F′ 7→ (F′ × Fa, pr)，∀F′ ∈ C∼。

证明. 我们已经构造了 eF : (C/F)∧ → C∧/F。由定义，C∼/F 是 C∧/F 的满子范畴，且存在 C/F→
C/Fa 和

(C/F)∧

'
��

LKηF // (C/Fa)∧

'
��

C∧/F
η̃F

// C∧/Fa

对于第一点，记 G• 为 (C/F)∼ 终对象。对 ∀G̃ ∈ (C/F)∧，存在自然态射

θG̃ : G̃
ηF−→ G̃a → G•

令函子 eaF : (C/F)∧ → C∼/Fa 将它映到

ΘG̃ = LKjF(θG̃) : LKjF(G̃)a → LKjF(G•)
a ∼= Fa,

即 eaF(G̃) = (LKjF(G̃)a,ΘG̃) ∈ C∼/Fa。由引理可知 eaF(G̃
a) = eaF(G̃)。

反之，对 ∀(G, ϕ) ∈ C∼/Fa 考虑拉回

G′

φ′

��

// G

φ

��
F ηF

// Fa

构造函子 C∼/Fa
(eaF)−1

−−−−→ (C/F)∼ 使得

(eaF)
−1(G, ϕ) := [(eF)

−1(G′, ϕ′)]a.

借助以下事实，可以验证上述两个构造互逆：
(a) 由层化保持拉回，有 G′a ∼= G;
(b)[(eF)−1(G′, ϕ′)](c, f) = Nat((hc, f), (G′, ϕ′)) 可由拉回描述

Nat((hc, f), (G′, ϕ′))

��

// G′(c)

φ′
c

��
pt

pt 7→f
// F(c)

且 LKjF 保持拉回。
第二点显然。
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以上说明拓扑斯的切片仍为拓扑斯。对 ∀c ∈ ObC，C/c ∼= C/hc 且 (C/c)∼ ' C∼/hac。

注解 6.3.4

将拓扑斯基本理论介绍完后，下一讲我们将讨论这类广义空间上的（整体和局部）代数结构。
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7 第七讲

这部分内容主要是陈述性，便于我们讨论同调代数。

7.1 阿贝尔层

为定义阿贝尔层，我们简要回顾阿贝尔群的一种形式化定义：一个阿贝尔群 A是一个集合，属
于 Set，带有乘法运算、逆运算及单位元，满足若干公理。令 1 为选定的单点集，即 Set 中一个终
对象。这些构造和公理可以形式上表述为以下集合映射

乘法: A×A ◦−→ A, (x, y) 7→ x ◦ y;

逆元: A
i−→ A, x 7→ x−1;

单位元: 1
e−→ A, ∗ 7→ e;

交换性: A×A ω−→ A×A, (x, y) 7→ (y, x);

并满足一些等式（通过交换图表现；为便于表述，其中一些 A 等同于 A× 1 和 1×A）
(1) 乘法结合律：

A×A×A

◦×Id
��

Id×◦ // A×A

A

��
A×A ◦

// A

(2) 单位元性质：
A

Id×e//

Id
��

A×A

◦
{{xx
xx
xx
xx
x

A

以及 A
e×Id//

Id
��

A×A

◦
{{xx
xx
xx
xx
x

A
(3) 元素可逆性：

A

��

Id×i// A×A
◦
��

1 e
// A

以及 A

��

i×Id// A×A
◦
��

1 e
// A

(4) 乘法交换律：
A×A ω //

◦
##F

FF
FF

FF
FF

A×A

◦
{{xx
xx
xx
xx
x

A
我们将上述阿贝尔群结构从 Set 移植到一般范畴 E 上，获得如下定义。

定义 7.1.1

设 E 为具有有限积 (从而有终对象 1) 的范畴。我们定义 E 中阿贝尔群对象为带有以上四种运
算（四个类似形式的态射），且满足对应的四个态射交换图的对象 A ∈ ObE。
所有阿贝尔群对象构成子范畴 Ab(E)（其中态射须与乘法等运算相匹配）。

我们一般记 Sh(C,Ab) = Ab(Sh(C))。
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7.2 具有代数结构的层

这一部分内容主要借鉴 Stacks Project 的 Section 7.44。为了给出一般的具有代数结构的层，
我们首先明确这里所指的一般性“代数结构”的含义。

定义 7.2.1

设 A 为范畴，且 s : A → Set 为函子。如果它们满足以下条件，则称 (A, s) 为一类代数结构：
1. s 为忠实；
2. A 中具有极限，且 s 与极限可交换；
3. A 中有滤过余极限，且 s 与之可交换；
4. s 反映同构。

当我们将代数结构考虑进来，前面讲义很多关于拓扑斯（集合层）的基本构造仍然适用。

注解 7.2.2

设 C = (C,J ) 为座。记 PSh(C,A) 为 C 上取值在 A 中的预层所形成的范畴（或称 C 上具有
代数结构 A 的预层范畴）。则

1. F ∈ PSh(C,A) 为层 ⇔ s ◦ F ∈ PSh(C) 为层；
2. F ∈ PSh(C,A)⇒ Fa = (s ◦ F)a，且有交换图 Sh(C,A)

s◦−
��

ι // PSh(C,A)

s◦−
��

(−)a
oo

Sh(C)
ι // PSh(C)

(−)a
oo

3. 若 F ∈ PSh(C,A)，则 F ∼= Fa ⇔ F 为层；
4. Nat(F,G) ∼= Nat(Fa,G)，对任意 F ∈ PSh(C,A) 和 G ∈ Sh(C,A) 成立。

在合理设定下，拓扑斯态射也自然限制为具有代数结构的层范畴之间的函子。

命题 7.2.3

设 (A, s) 为一类代数结构，其中 A 可以是 Ab,Rng,Mod-R 之一（R 为环。）
令 C 和 D 为座，且 Φ = (Φ−1,Φ∗) : Sh(D)→ Sh(C) 为拓扑斯态射。则 Φ−1 和 Φ∗ 限制

为子范畴 Sh(D,A) 和 Sh(C,A) 间的伴随对。

证明.（概述，以 A = Ab 为例）根据前面介绍，座 C 上阿贝尔层是一个四元组 (F, ◦, i, e)，其中
1. F ∈ Sh(C);
2. ◦ : F× F→ F 为层态射;
3. i : F→ F 为层态射;
4. e : 1→ F 为层态射,

使得 ◦ 满足结合律和交换律，e 为 ◦ 的单位元，◦(idF) = e(F→ 1) : F→ F。可定义“拉回”

(Φ−1(F),Φ−1(◦),Φ−1(i),Φ−1(e))

为 Sh(D,A) 中对象。
反之，对 G ∈ Sh(D,A)，四元组 (G, ◦, i, e) 可产生

(Φ∗(G),Φ∗(◦),Φ∗(i),Φ∗(e)) ∈ Sh(C,A).
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由于

Nat((F1, ◦1, i1, e1), (F2, ◦2, i2, e2))

={α ∈ Nat(F1,F2)|α与 ◦1和 ◦2相匹配},

所以 Φ−1 与 Φ∗ 可限制到 Sh(D,A) 与 Sh(C,A) 之间，且仍为伴随函子。

注解 7.2.4

已知 PSh(C,Ab)是阿贝尔范畴，其中 kerp(α)和 cokp(α)是“逐点定义”。我们指出 Sh(C,Ab)
（即阿贝尔层范畴）是阿贝尔范畴：任取层态射 α : F1 → F2，其中 F1,F2 ∈ Sh(C,Ab)。由定
义易证 kerp(α) 为层，从而可令 ker(α) = kerp(α)。然而通常 cokp(α) 不属于 Sh(C,Ab)，我
们令 cok(α) := (cokp(α))a。

7.3 结构层及其模

以下内容较多借鉴 Stacks Project 和 Kashiwara-Schapira 专著相关章节。

定义 7.3.1

令 R 为 C 上环预层。则
1. 一个 R-模预层M 包含一个阿贝尔层 M 以及预层态射

M×R→M,

使得对 ∀c ∈ ObC，
M(c)×R(c)→M(c)

赋予 M(c) 一个 R(c)-模结构。
2. 一个 R-模预层态射α : M→ N 是一个阿贝尔预层态射，满足交换图

M×R

α×id
��

// M

α

��
N×R // N

上述态射构成的集合记作 HomR(M,N)，而相应的 R-模预层范畴记作 PSh-R。

当 C 为单点集时，其上的环预层退化为一般的环，且模预层退化为一般的模。
若 R1 → R2 为 C 上环预层态射且 M ∈ PSh-R2，则

M×R1 →M×R2 →M

赋予 M 一个 R1- 模预层结构，产生限制函子 PSh-R2 → PSh-R1。
反之，若 N ∈ PSh-R1，可构造 N⊗̂R1

R2 ∈ PSh-R2 使得, ∀c ∈ ObC,

(N⊗̂R1
R2)(c) = N(c)⊗̂R1(c)R2(c),

其中 ⊗̂ 是预层张量积（逐点张量）。这产生一个“基底变换”：PSh-R1 → PSh-R2。后者是前者的
左伴随函子。
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定义 7.3.2

设 C 为座且 R 为 C 上环层（取值在 Rng 中的层）。称 (C,R) 为赋环座（ringed site），而 R

叫做结构层（structure sheaf）。

我们进一步定义结构层的模。

定义 7.3.3

设 C 为座，且 R 为 C 上环层。则
1. 一个 R-模层M 是一个阿贝尔层，具有 R-模预层结构。
2. R-模层态射为对应的 R-模预层态射。记 HomR(M,N) 为两个模层之间的态射集，而
相应的 R-模层范畴记为 Mod-R。

我们习惯上简称 R-模层为“R-模”。模范畴 Mod-R 是阿贝尔范畴，具有足够多的入射对象，
且遗忘函子 Mod-R→ Sh(C,Ab) 为正合。

引理 7.3.4

设 C 为座，且 R 为 C 上环预层，M ∈ PSh-R。则存在唯一态射 Ma ×Ra →Ma，使得下图
交换

M×R

ηM×ηR
��

// M

ηM

��
Ma ×Ra // M

若 N ∈ Mod-Ra，则任意 R-模预层态射 M→ N 唯一分解为 M→Ma → N。

注解 7.3.5

1. ∀R,M,N 如上，
HomRa(Ma,N) ∼= HomR(M,N).

2. ∀R 如上，
(−)a : PSh-R→ Mod-Ra

为正合。
3. 设 R1 → R2 为环层态射，则有限制

Mod-R2 → Mod-R1

和基底变换
Mod-R1 → Mod-R2

后者由
N→ N⊗R1

R2 := (N⊗̂R1
R2)

a
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定义，是前者的左伴随。

7.4 赋环拓扑斯及其模

赋环拓扑斯来自赋环座，可以看作赋环空间（ringed space）的推广。

定义 7.4.1

设 C为座且 R为其上环层。称 (Sh(C),R)为一个赋环拓扑斯（ringed topos），而 R叫做其结
构层。
若 (Sh(C),RC) 和 (Sh(D),RD) 为两个赋环拓扑斯，则赋环拓扑斯态射

(Φ,Φ♯) : (Sh(D),RD)→ (Sh(C),RC)

由拓扑斯态射
Φ = (Φ−1,Φ∗) : Sh(D)→ Sh(C)

以及环层态射 Φ♯ : Φ−1(RC)→ RD 共同构成。

需要注意的是，基于伴随关系，上述 Φ♯ 相当于一个环层态射 RC → Φ∗(RD)。为利用赋环拓
扑斯的切片拓扑斯探讨模的局部有限性概念，我们逐步引入各种相关概念，并列举相关性质。

引理 7.4.2

设 C 和 D 为座，
Φ = (Φ−1,Φ∗) : Sh(D)→ Sh(C)

为拓扑斯态射。令 RD 为 D 上环层，且 N ∈ Mod-RD，存在自然态射

Φ∗(N)× Φ∗(RD)→ Φ∗(N),

使得 Φ∗(N) ∈ Mod-Φ∗(RD)。
令 RC 为 C 上环层，且 M ∈ Mod-RC。存在自然态射

Φ−1(M)× Φ−1(RC)→ Φ−1(M),

使得 Φ−1(M) ∈ Mod-Φ−1(RC)。
此时，对 ∀L ∈ Mod-Φ∗(RD) 有

HomRD(Φ
−1(L)⊗Φ−1Φ∗(RD) RD,N)

∼=HomΦ∗(RD)(L,Φ∗(N)).

另有

HomΦ−1(RC)(Φ
−1(M),L′)

∼=HomRC(M,Φ∗(L
′)),

∀L′ ∈ Mod-Φ−1(RC).

赋环拓扑斯态射产生模范畴之间的一对伴随函子。
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定义 7.4.3

设 (Φ,Φ♯) : (Sh(D),RD)→ (Sh(C),RC) 为赋环拓扑斯态射
1. 设 N ∈ Mod-RD，则 N 的前推（push-forward）包含阿贝尔层 Φ∗(N) 及结构态射

Φ∗(N)×RC // Φ∗(N)× Φ∗(RD)

��
Φ∗(N),

并由此产生函子
Φ∗ : Mod-RD → Mod-RC.

2. 设 M ∈ Mod-RC。则 M 的拉回Φ∗(M) 定义为

Φ∗(M) := Φ−1(M)⊗Φ−1(RC) RD,

并由此产生函子
Φ∗ : Mod-RC → Mod-RD.

注解 7.4.4

1. 存在同构（伴随关系）

HomRD(Φ
∗(M),N)

∼=HomRC(M,Φ∗(N)).

2. (Φ ◦Ψ)∗ ∼= Φ∗ ◦Ψ∗ 且 (Φ ◦Ψ)∗ ∼= Ψ∗ ◦ Φ∗。
3. Φ∗ 为右正合, 而 Φ∗ 为左正合。

我们现在考虑赋环拓扑斯的局部化。

引理 7.4.5

令 (Sh(C),R) 为赋环拓扑斯，且 F ∈ Sh(C)。对 ∀G ∈ Sh(C)，构造 G 的限制

G|F := (G× F, pr) ∈ Sh(C)/F

则 (Sh(C)/F,R|F) 为赋环拓扑斯，并有典范赋环拓扑斯态射

(jF, j
♯
F) : (Sh(C)/F,R|F)→ (Sh(C),R),

使得
1. j−1

F (G) = G|F，∀G ∈ Sh(C)；
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2. j∗F(M) = M|F，∀M ∈ Mod-R；
3. jF!(G, ψ) = G，∀(G, ψ) ∈ Sh(C)/F；
4. jF!(M, ϕ) = M，∀(M, ϕ) ∈ Mod-RF。

证明. 在前几讲中，已知 jF : C/F→ C 为连续且上连续，诱导产生拓扑斯态射

jF = (j−1
F , jF∗) : Sh(C)/F→ Sh(C),

其中 j−1
F (G) = GF 且其左伴随为 jF!。

限制 M|F 有时也简写为 MF。

定义 7.4.6

称以上 (Sh(C)/F,R|F) 为赋环拓扑斯 (Sh(C),R) 在 F 上的局部化，而 (jF, j
♯
F) 为局部化态射。

注解 7.4.7

当 F = hac，∀c ∈ ObC，有 Sh(C)/hac ' Sh(C/c)。此时记相应的局部化态射简记为

jc : (Sh(C/c),R|c)→ (Sh(C),R).

若 M ∈ Mod-R，则记
M|c := M|ha

c
= j∗c (M).

若 N ∈ Mod-R|c，则 jc!(N) 是以下预层的层化：

d 7→
⊕

α∈MorC(d,c)

N(d, α), ∀d ∈ ObC.

7.5 张量与内态射

这一节中，我们假设 R 是交换环预层。对于 M,N ∈ PSh-R，我们定义 M⊗̂RN ∈ PSh-R 以
及 HomR(M,N) ∈ PSh-R 使得，对 ∀c ∈ ObC，

(M⊗̂RN)(c) := M(c)⊗̂R(c)N(c),

且
HomR(M,N)(c) := HomR|c(M|c,N|c),

∀c ∈ ObC, 且对 ∀α : c→ d 产生 C/c→ C/d 以及

HomR|d(M|d,N|d)→ HomR|c(M|c,N|c).

以上构造分别叫做张量和内态射（internal hom）。它们是经典模论中对应构造的推广。
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引理 7.5.1

设 R 是交换环预层，且 L,M,N 为 R-模预层。则存在以下模预层同构

HomR(L⊗̂RM,N)

∼=HomR(L,HomR(M,N)).

特别地，有

HomR(L⊗̂RM,N)

∼=HomR(L,HomR(M,N)).

证明. 我们直接构造自然同构。对 ∀c ∈ ObC，存在如下同构：

HomR(L⊗̂RM,N)(c)

=HomR|c((L⊗̂RM)|c,N|c)
∼=HomR|c(L|c⊗̂R|cM|c,N|c)
∼=HomR|c(L|c,HomR|c(M|c,N|c))

=HomR(L,HomR(M,N))(c).

其中，倒数第二个同构可以逐点验证成立。在态射上的验证留给读者。
倒数第二个同构在 (c, 1c) ∈ Ob(C/c) 上取分量,∀c ∈ ObC，就得到第二个结论。

上述构造和结论能够进一步提升到模层上。此时，张量如前方定义，是预层张量的层化。

引理 7.5.2

假设 R 是交换环层，且 L,M,N ∈ Mod-R。则
1. HomR(M,N) ∈ Mod-R,
2. 存在模层同构

HomR(L⊗R M,N)

∼=HomR(L,HomR(M,N)).

特别地，有

HomR(L⊗R M,N)

∼=HomR(L,HomR(M,N)).

证明. 我们利用局部化技术来验证第一个结论。在第四讲中我们已经指出，层范畴是预层范畴相对
于局部同构的局部化。任给 F→ G 为局部同构。则层化后有同构 Fa → Ga，以及相应的范畴等价
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Sh(C)/Fa → Sh(C)/Ga 和 Sh(C/F)→ Sh(C/G)。于是从

HomR(M,N)(G) = HomR|G(M|G,N|G)
∼= HomR|F(M|F,N|F)

= HomR(M,N)(F)

可知它把局部同构映到同构，即 HomR(M,N) 为层。
至于第二个结论，它来自层化的性质和预层范畴中的伴随关系

HomR(L⊗R M,N) ∼= HomR(L⊗̂RM,N)

∼= HomR(L,HomR(M,N)).

7.6 模的整体与局部性质

参照环与模理论中的经典构造，我们给出以下定义。

定义 7.6.1

设 (Sh(C),R) 为赋环拓扑斯，且 M ∈ Mod-R。
1. 如果M 同构于

⊕
I R，则称M 为自由 R-模。如果 |I| <∞，则称M 为有限自由模。

2. 如果存在满态射
⊕

I R→M，则称 M由整体截面生成。|I| = r ⩾ 0，则称 M由 r 个
整体截面生成。

3. 如果存在正合列 ⊕
J

R→
⊕
I

R→M→ 0,

则称 M 具有整体表现。如果 |I| <∞ 且 |J | <∞，则称 M 具有有限整体表现。

引理 7.6.2

令 (Φ,Φ♯) : (Sh(D),RD)→ (Sh(C),RC) 为赋环拓扑斯态射，且M ∈ Mod-RDC，若M 为自由
(或以上列表中其他性质)，则 Φ∗(M) 也是。

证明. 已知 Φ∗ 与余积可交换。又由定义可知 Φ∗(RC) = RD，因此结论成立。

利用局部化态射，我们进一步引入模的局部性质。

定义 7.6.3

设 (Sh(C),R) 为赋环拓扑斯，且 M ∈ Mod-R。
1. 如果对 ∀c ∈ ObC 都存在一个 S ∈ J (c)，使得对 ∀f ∈ S，M|domf 为 (有限) 自由

R|domf -模，则称 M 为局部 (有限) 自由模.
2. 如果对 ∀c ∈ ObC 都存在一个 S ∈ J (c)，使得对 ∀f ∈ S，M|domf 为由 (r 个) 整体截
面生成的 R|domf -模，则称 M局部上由 (r 个) 整体截面生成。

3. 如果对 ∀c ∈ ObC 都存在一个 S ∈ J (c)，使得对 ∀f ∈ S，M|domf 为由有限多截面生
成的 R|domf -模，则称 M 为有限型。
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4. 如果对 ∀c ∈ ObC 都存在一个 S ∈ J (c)，使得对 ∀f ∈ S，M|domf 为 (有限) 整体表
现 R|domf -模，则称 M 为拟凝聚 (或有限表现)。

5. 如果 M 是有限型，且对 ∀c ∈ ObC 和 ∀n，以及任意态射 R|⊕nc →M|c，其核为有限
型 R|c− 模，则称果 M 为凝聚。

注解 7.6.4

1. 上述模的性质内蕴于赋环拓扑斯，不依赖于座的选取。
2. 类似于整体性质，若有赋环拓扑斯态射，则拉回保持上述类型的模。
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8 第八讲

拓扑斯作为一种广义空间，上同调理论是一种基本的研究工具。这一讲介绍拓扑斯上同调，它
的各种特殊形式，如层上同调、范畴上同调（含群上同调），以及其计算工具 Čech 上同调和谱序
列。
我们假定读者熟悉导出函子基本理论，包括谱序列常见性质。

8.1 拓扑斯上同调

赋环拓扑斯 (E ,R) 的模范畴 Mod-R 是 Grothendieck 范畴，即具有足够多入射对象的阿贝尔
范畴，能够讨论同调代数。
我们将从 R = Z 开始介绍，其中 Z 是常数 Z 预层的层化。此时，Mod-Z = Ab(E)。

定义 8.1.1

设 Grothendieck 拓扑斯 E 中的终对象为 e 以及其中阿贝尔群对象构成的范畴为 Ab(E)。考虑
（整体截面）函子

Γ = Nat(e,−) : Ab(E)→ Ab.

对于 A ∈ Ab(E)，称 Hi(E ;A) := RiΓ(A) 为E 的系数在 A 中的第 i 个上同调群.
更一般地如果 f ∈ E，记 Hi(E , f;−)(或 Hi(f;−)) 为 Γf = Nat(f,−) 的第 i 个右导出函子。

特别地，
Hi(E , f;A) = Hi(f;A) = RiΓf(A).

判断 Γf 的左正合性，可以使用左正合的判别方法（利用滤过范畴或与极限的交换性），也可以
使用 8.2.4 中办法。
在同构意义下，拓扑斯上同调不依赖于座的选取。当我们为拓扑斯选定了具体的座之后，上同

调群的记法会略有不同。为了便于今后的应用，我们将不追求一般形式，而采用以下定义作为讨论
的基础。需要强调的是：每个拓扑斯都有终对象，但是座 C 的承载范畴通常没有终对象。如果 C
中有终对象 e，则可表函子 he ∈ Sh(C) 是拓扑斯的终对象。

定义 8.1.2

令 C 为座。设 F• 为 Sh(C) 中终对象。考虑函子

Γ = Nat(F•,−) : Sh(C,Ab)→ Ab.

对于 A ∈ Sh(C,Ab)，称 Hi(C;A) := RiΓ(A) 为Sh(C) 的系数为 A 的第 i 个上同调群。
更一般地如果 F ∈ Sh(C)，记 Hi(C,F;−)(或 Hi(F;−)) 为 ΓF = Nat(F,−) 的第 i 个右导

出函子。特别地，
Hi(C,F;A) = Hi(F;A) = RiΓF(A).

当 F = hac，c ∈ ObC，习惯上记

Hi(c;A) := Hi(C, hac ;A) = Hi(hac ;A),
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称之为c 上系数为 A 的第 i 个上同调群。

在这种情况下，验证 ΓF 的左正合性可以通过直接计算。
如果我们有赋环拓扑斯 (Sh(C),R) 或赋环座 (C,R)，则相应修改上述定义，我们能引入系数

在 R-模 M 中的上同调。此时，Hi(c;M) ∈ Mod-R(c)。我们后面会回到这类上同调。
前面引入的上同调理论包含了几种经典的情况。

例 8.1.3

1. 若 X 为拓扑空间，PX 为开集偏序集赋予典范拓扑，则 PX 的终对象是 X。对 X 上
的阿贝尔层 A，有 Γ(A) = Nat(hX ,A) = A(X)。此时我们得到经典的层上同调理论。

2. 由于 Sh(C,Ab) = Mod-Z 且

Γ(A) = Nat(F•,A) ∼= HomZ(Z,A),

所以
Hi(C;A) ∼= ExtiZ(Z,A).

后者是阿贝尔范畴 Mod-Z 中的 Ext 群。

下一个例子在代数拓扑中非常重要。

例 8.1.4

如果在预层拓扑斯 PSh(C) 上考虑，则对任意阿贝尔预层 A 有同构

Hi(PSh(C);A) ∼= Hi(C;A) ∼= lim←−
i

C
A,

其中后者是所谓的范畴上同调，即 C 的神经（nerve，即单纯集 NC∗）的系数在 A 中单纯上
同调。特别地，当 C = G 为 (离散) 群，这就是群 G 的上同调。
若 A = k 是常数 k 预层，则 Hi(C; k) 同构于分类空间BC（classifying space）的上同调

Hi(BC, k)。实际上 PSh(C) 也叫分类拓扑斯（classifying topos）。

为解释对象上的上同调群含义，我们需要介绍上同调理论的各类性质和常用工具。首先，讨论
上同调离不开对入射对象性质的研究。

引理 8.1.5

1. 设 Φ = (Φ−1,Φ∗) : Sh(D)→ Sh(C) 为拓扑斯态射。则前推

Φ∗ : Sh(D,Ab)→ Sh(C,Ab)

保持入射对象。
2. 设 ι : Mod-R→ PSh-R 为遗忘函子。则它保持入射对象。

证明. 对于第一条性质，设 I 为 Sh(D,Ab) 中入射对象，并有下图

F

��

mono // G

Φ∗(I)
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根据伴随函子的性质，上图对应下图，并能填补斜向态射使得图交换

Φ−1(F)

��

mono // Φ−1(G)

yysss
sss

sss
ss

I

再次应用伴随性质，可产生所需要的态射 G→ Φ∗(I)，使上方图交换。
对于第二条，需要用到层化函子的正合性以及伴随函子性质。

更一般地，对于赋环拓扑斯态射

(Φ,Φ♯) : (Sh(D),RD)→ (Sh(C),RC),

根据第七讲可定义函子（∀i ⩾ 0）

RiΦ∗ : Mod-RD → Mod-RC.

对于 ∀M ∈ Mod-RD，取其入射分解 I∗，则 RiΦ∗(M) := Hi(Φ∗(I∗))。我们通常须要求态射平坦
（flat），以保持入射对象。因此，通常会使用比入射模更一般的零调对象（acyclic object）讨论上同
调。

推论 8.1.6

考虑局部化态射
jF = (j−1

F , jF∗) : Sh(C/F)→ Sh(C).

有
1. j−1

F : Sh(C)→ Sh(C/F) 保持入射对象.
2. 存在同构

Hi(C,F;A) = Hi(F;A)

∼= Hi(C/F; jF∗(A)).

特别地对任意 c ∈ ObC，
Hi(c;A) ∼= Hi(C/c; jF∗(A)),

且 Hi(C, e;A) ∼= Hi(C;A).

证明. 由于 j−1
F : Sh(C) → Sh(C/F) 是 jF! 的右伴随，且后者为正合，所以我们从入射对象定义出

发可以验证第一条性质。第二个结论由此自然获得。

前述结论说明，对象上的上同调实际上就是切片拓扑斯（或切片范畴）的上同调。

例 8.1.7
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对于前面提到的拓扑空间例子，PX 的对象是空间 X 中的开集 U。根据上述结论，有

Hi(PX , U ;A) = Hi(U ;A)

∼= Hi(PX/U ; jF∗(A))

∼= Hi((PX)⩽U ;A|(PX)⩽U
).

这里局部化的几何意义就很清晰。

例 8.1.8

对于前面提到的预层拓扑斯例子，给定 S ∈ PSh(C)，有

Hi(C,S;A) = Hi(S;A)

∼= Hi(C/S; jF∗(A))

∼= lim←−
i

C/S
jF∗(A).

当 C 上赋予了拓扑且 S 为一个覆盖筛时，这就是我们即将定义的 Čech 上同调群。

我们回顾Grothendieck 谱序列：设 C,D, E 为阿贝尔范畴，C 和 D 具有足够多入射对象，且
α : C → D 和 β : D → E 为两个左正合函子，假设 α 将 C 中入射对象映到 D 中 β-零调对象。则存
在 Grothendieck 谱序列

(Riβ)(Rjα)⇒ Ri+j(β ◦ α).

它产生一个五项正合列，将在例子中出现。
前面的铺垫使得我们能将它应用在拓扑斯态射蕴含的推出函子上

Sh(C,Ab) Φ∗→ Sh(D,Ab) Γ→ Ab.

我们注意到对 A ∈ Sh(C,Ab)，

ΓDΦ∗(A) = Nat(e,Φ∗(A)) ∼= Nat(e,A) = ΓC(A).

命题 8.1.9

设 Φ = (Φ−1,Φ∗) : Sh(D)→ Sh(C) 为拓扑斯态射。则对 A ∈ Sh(D,Ab)，有 Leray 谱序列

Hi(C;RjΦ∗(A))⇒ Hi+j(D;A).

对 ∀j，RjΦ∗(A) 作为 C 上的层，是以下预层的层化

c 7→ Hj(Φ−1(hac );A), ∀c ∈ ObC.

证明. 谱序列的存在性我们前面已经解释。对于 A 的任意入射分解 I∗，

RjΦ∗(A) = Hj(Φ∗(I∗)).
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根据定义，上述上同调层 Hj(Φ∗(I∗)) 是以下预层的层化

c 7→ Ker(Φ∗(Ij)(c)→ Φ∗(Ij+1)(c))

Im(Φ∗(Ij−1)(c)→ Φ∗(Ij)(c))
, ∀c.

但根据伴随关系
Nat(Φ−1(hac ), Ij)

∼= Nat(hac ,Φ∗(Ij)),

上述商群同构于
Ker(Ij(Φ−1(hac ))→ Ij+1(Φ

−1(hac )))

Im(Ij−1(Φ−1(hac ))→ Ij(Φ−1(hac )))
.

如果上述拓扑斯态射来自一个连续函子 u : C → D，则 Φ−1(hac ) = u(c)。

8.2 Čech 上同调

Čech 上同调定义在预层范畴上，是计算层上同调的重要工具。

定义 8.2.1

设 C 为座，c ∈ ObC 且 A ∈ PSh(C,Ab)。
1. 对于 S ∈ PSh(C)，Hi(S;A) 为 ΓS := Nat(S,−) 的第 i 个导出函子。当 S ∈ J (c)，

Hi(S;A) 也叫做c 相对于覆盖 S 的、系数在 A 中的第 i 个 Čech 上同调群。
2. 称 Ȟi(c;A) = lim−→J (c)

Ȟi(−;A) 为c 的系数在 A 中的第 i 个 Čech 上同调群。

以上是最简洁、最一般，但最抽象的 Čech 上同调群定义。当 C 中有纤维积时（如 C = PX），
它表现为更常见的形式。

注解 8.2.2

1. Ȟ0(c;A) = lim−→J (c)
Nat(−,A) 恰为 A†(c)。

2. 常常需要关注 A ∈ Sh(C,Ab) 的情况。此时，我们简记 Hi(S;A) := Hi(S; ι(A))（其
中 ι 是遗忘函子）。易证

Hi(S;A) ∼= Hi(Sa;A).

从极限性质可知，存在自然映射

Ȟi(c;A)→ Hi(c;A).

这初步揭示了两种上同调理论之间的联系。

定义 8.2.3

给定赋环拓扑斯 (Sh(C),Mod-R)，遗忘函子 ι : Mod-R → Sh(C) 存在左伴随函子 Lib :

Sh(C)→ Mod-R。对任意 F，记 R[F] := Lib(F)，称之为F 生成的自由对象。
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这是一个经典范畴论构造在当前情形下的应用。例如，当 C 为平凡，上述定义退化为以下形
式：对环 R 考虑遗忘函子 ι : Mod-R→ Set。易见对任意集合 X，R[X] 为 X 生成的自由 R-模。

一般而言，R[F] 是以下预层的层化

c 7→ R(c)[F(c)].

例如，终对象 F• 生成的自由对象就是 R。

注解 8.2.4

我们可以考虑对于 M ∈ PSh-R 的 Čech 上同调群。令 Mab 为承载它的阿贝尔预层。
对于 S ∈ J (c)，考虑 (n+ 1)-重纤维积（n ⩾ 0）

Sn+1 := S ×hc
· · · ×hc

S.

从 Sm+1 → Sm 存在 m+1个自然投影，产生自由对象之间的态射。将这些态射做交错和，则

Z[Sn+1] = Z[S ×hc
· · · ×hc

S]

构成 Z[S] 的投射分解（Čech 复形）。若 M ∈ PSh-R，从

HomZ(Z[S ×hc
· · · ×hc

S],Mab)

∼=Nat(S ×hc
· · · ×hc

S,M)

∼=HomR(R[S ×hc
· · · ×hc

S],M)

可知，上述复形可计算 Hi(S;M) ∼= Hi(S;Mab)。相应地，有 Ȟi(c;M) ∼= Ȟi(c;Mab)，∀M ∈
PSh-R。

从以上描述可知，对于入射阿贝尔预层 I，Hi(S; I) = 0, ∀i0。
我们继续用谱序列探讨上同调。当谱序列坍塌到轴上，则能产生关于上同调的重要信息。

引理 8.2.5

设 A ∈ Sh(C,Ab)。对 ∀j > 0，阿贝尔预层 Rjι(A) 满足条件

[Rjι(A)]† = 0,

其中 ι 是遗忘函子。

证明. 考虑
Sh(C,Ab) ι−→ PSh(C,Ab) (−)a−−−→ Sh(C,Ab),

及其谱序列。由于 (−)a 正合，所以 Ei,j
2 = 0, i > 0 且

E0,j
2 = (−)aRjι : Sh(C,Ab)→ Sh(C,Ab).

又由 (−)a ◦ ι 的正合性，可知 Ei,j
∞ = 0, i+ j > 0，同时，由于由于所有微分均为零，所以 E0,j

2 =

0, j > 0，于是 [Rjι(A)]a = 0，∀j > 0。从 [Rjι(A)]† 可分且

[Rjι(A)]† → [Rjι(A)]a

为单，可推出结论成立。
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定理 8.2.6

设 C 为座，c ∈ ObC 且 A ∈ Sh(C,Ab)。考虑自然同态 Ȟi(c;A)→ Hi(c;A)。当 i = 0, 1, 2 时，
此同态为单射；当 i = 0, 1 时，它为同构。
如果 Rjι(A) = 0，0jn，则上述同态当 i = 0, 1, · · · , n 时为同构；j = n+ 1 时为单射。

证明. 考虑
Sh(C,Ab) ι−→ PSh(C,Ab) (−)†−−−→ Sh(C,Ab),

及其谱序列 Ri(−)†(Rjι(A))⇒ Hi+j(C;A)。在对象 c ∈ ObC 上取值

Ȟi(c;Rjι(A))⇒ Hi+j(c;A).

其边缘态射为
Ȟi(c;A) = Ei,0

2 ↠ Ei,0
∞ ↪→ Hi(c;A).

然而 ∀j > 0

E0,j
0 = Ȟ0(c;Rjι(A)) = [Rjι(A)]†(c) = 0.

于是当 i = 0, 1, 2 时，Ei,0
2 ↠ Ei,0

∞ 为同构。当 i = 0, 1 时，Ei,0
∞ = Hi(c;A)。

如果 Rjι(A) = 0，0jn，则类似讨论能够推导出相应结论。

注解 8.2.7

我们也能用另一种方式获得定理中的谱序列。假设 (C,R)为赋环座，F为集合层且M为 R-模。
则从伴随关系

Nat(F,M) ∼= Nat(F, ι(M)),

可得 Nat(F,−) ∼= Nat(F,−)ι。又因 ι 保持入射对象，我们有谱序列

Hi(F;Rjι(M))⇒ Hi+j(F;M).

现设 S 为 c 的覆盖筛。从 Nat(S,M) ∼= Nat(hc,M) 可得 Hn(S;M) ∼= Hn(c;M)。对以下谱序
列两边取极限 lim−→J (c)

就能获得定理中的谱序列

Hi(S;Rjι(M))⇒ Hi+j(c;M)

前面提到，我们可以定义赋环座的模的上同调。

命题 8.2.8

令 (C,R) 为赋环座且 M 为 R-模。记 Mab 为承载它的阿贝尔层。则

Hi(C;Mab) ∼= Hi(C;M).

更一般地，对任意 c ∈ ObC，有

Hi(c;Mab) ∼= Hi(c;M).
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证明. 已知
{Hi(c;−) : Mod-R→ Ab}i

为泛 δ-函子。从 ι 的正合性可知

{Hi(c; (−)ab) : Mod-R ι→ Sh(C,Ab)→ Ab}i

为 δ-函子。我们需要证明其泛性质（从而两组 δ-函子同构）。为此，对于任意入射模 I ∈ Mod-R，我们
需要证明 Hj(c; Iab) = 0，∀j0. 由于Rjι(I) = 0，∀j0，所以上述定理 8.2.6给出 Hj(c; Iab) ∼= Ȟj(c; Iab)，
∀j。然而我们前面已经指出 Ȟj(c; Iab) ∼= Ȟj(c; I) = 0，∀j0。

作为结束前的注记，对于赋环拓扑斯态射 Φ = (Φ−1,Φ∗)，Φ∗ 把入射对象映到所谓的完全零
调对象（totally acyclic object），定义见下方。因此，为在此情形下建立 Leray 谱序列，就必须讨
论完全零调对象这一概念。这类似于在经典层论中，除入射分解外，还能使用松弛分解(flasque 或
flabby resolution) 去计算层上同调群。

定义 8.2.9

设 Sh(C) 为拓扑斯。若 A ∈ Sh(C,Ab) 对任意 F ∈ Sh(C) 总是 Nat(F,−)-零调，即总有
Hi(F;A) = 0, ∀i0，则 A 称为完全零调层。

从定义易见入射层总是完全零调。需要说明的是，在 SGA 里这一概念被叫做“松弛层”（因为
SGA 中的叫法与经典情形有差异，似乎并非最佳术语）。

8.3 模表示应用举例

最后一节，我们利用一个实例展现层论方法在模表示中的具体应用。

定义 8.3.1

设 G 为有限群，p 为素数且 p
∣∣ |G|。设 k 为特征 p 域且 M 为 kG-模。记 M∗ 为其对偶模。

如果 M ⊗kM∗ ∼= k⊕N，其中 N 为投射模，则称 M 是自同态平凡模（endotrivial module）。

如果我们在稳定模范畴 stmod-kG 中看待以上定义，则上述同构表达为 Endk(M) ∼= M ⊗k
M∗ ∼= k。这一方面提供了名称的来源；另一方面说明 M ⊗k − : stmod-kG→ stmod-kG 是三角范
畴自等价，部分说明了自同态平凡模的重要性。为刻画自同态平凡模（的同构类），我们通常考虑
一种 K-群，即自同态平凡模同构类构成的集合

Tk(G) = {同构类[M ]
∣∣M自同态平凡}.

由于从定义可以验证自同态平凡模的张量积仍为自同态平凡，所以

[M1] · [M2] := [M1 ⊗kM2]

提供了 Tk(G) 上一个交换的乘法，且 [k] 是单位元。加上 [M ] 有逆元 [M∗]，我们获得一个阿贝尔
群 Tk(G)，称作 G 的自同态平凡模群。
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在研究过程中，Puig 证明了自同态平凡模群是有限生成。这使得该群的刻画变得可行。随后
经过大量艰巨工作，人们对于 p-群 P 的特殊情况得到理想结果。为探讨一般情形，人们寄希望于
使用限制函子

↓GH : stmod-kG→ stmod-kP

诱导产生的群同态
Res : Tk(G)→ Tk(P ),

其中 P ⊂ G 是一个 Sylow p-子群。从理论角度，像 Ik(G,P ) := Im(Res) 已被刻画，所以问题集
中在计算核 Tk(G,P ) := Ker(Res)，后者称为西罗平凡模群。在十多年里，Carlson 和 Thévenaz 及
其团队使用支撑簇理论，分门别类计算了大量情况。到 2015 年，Balmer 使用上同调给出一个统一
公式（Tk(G,P ) 本质上是一个 Picard 群）。很快在 2016 年，Grodal 采用范畴上同调给出不同的公
式。我们现在具体描述这些公式。
我们在第五讲中介绍了轨道范畴 O(G)。其满子范畴，p-轨道范畴 Op(G)，赋予 O(G) 一个拓

扑 Jp，称为p-拓扑。称 OpG = (O(G),Jp) 为 G 的p-座。从 p-轨道范畴 Op(G) 中去除对象 G/1，
我们得到非平凡 p-轨道范畴 O◦

p(G):

O◦
p(G) ⊂ Op(G) ⊂ O(G).

设 k× 为域中非零元构成的阿贝尔群。Paul Balmer 采用叠形理论推导出以下计算公式（他使
用的术语是 sipp-拓扑）：

定理 8.3.2: (Balmer)

令 OG = (O(G),Jp)。则
Tk(G,P ) ∼= H1(Smin

G/G;Gm),

其中 Smin
G/G 是终对象 G/G 的最小覆盖筛，而 Gm 是一个阿贝尔层。当 p

∣∣ |H| 时，后者在
G/H 上取值为 k×，否则为零。

Jesper Grodal 利用同伦论方法和范畴上同调给出另一个公式：

定理 8.3.3: (Grodal)

考虑非平凡 p-轨道范畴 O◦
p(G)。则

Tk(G,P ) ∼= H1(O◦
p(G); k

×),

其中 k× 是阿贝尔预层。注意

H1(O◦
p(G); k

×) ∼= H1(BO◦
p(G); k

×).

两组公式的推导分别需要叠形理论和分类空间同伦论的大量前置知识，我们在此无法展开。这
里我们将使用前方提供的工具建立两个公式之间的内蕴联系。究其原因，是因为他们都是特定形式
的拓扑斯上同调。
首先，Balmer 的公式是一种拓扑斯上同调。由 G/G 为终对象以及前方结论可知，
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H1(OG;Gm) ∼= Ȟ1(G/G;Gm)

= lim−→Jp(G/G)
H1(−;Gm)

∼= H1(Smin
G/G;Gm).

最后一个同构存在，是因为 Smin
G/G 为 Jp(G/G) 的始对象（最小元）。

其次，上述两个拓扑斯上同调群自然关联。由于包含函子 ι 是连续且上连续

ι : (O◦
p(G),Jmin)→ (O(G),Jp),

所以它产生拓扑斯态射
I : PSh(O◦

p(G))→ Sh(OG).

根据前面的讨论，对任意 M ∈ PSh(O◦
p(G),Ab), 都存在 Leray 谱序列

Hi(OG, (RjI∗)(M))⇒ Hi+j(O◦
p(G),M),

其中 I∗ = RKι 而 RjI∗ 是第 j 个导出函子。通过计算可得

RKι(k
×) ∼= Gm.

在 Leray 谱序列中，水平边缘映射为

Hi(OG, I∗(M))
e→Hi(O◦

p(G),M).

为更好地理解该映射，我们应用比较引理进行化简。已知 (Op(G),Jmin) 在 OG = (O(G),Jsipp) 中
稠密，从而 Sh(OG) ' PSh(Op(G))。因此，上述谱序列等同于以下函子（仍记为 ι）

ι : (O◦
p(G),Jmin)→ (Op(G),Jmin).

及其相应的拓扑斯态射
I : PSh(O◦

p(G))→ PSh(Op(G)).

产生的谱序列。对任意 M ∈ PSh(O◦
p(G),Ab)，有

Hi(Op(G), (RjI∗)(M))⇒ Hi+j(O◦
p(G),M),

其中 I∗ = RKι 且 RjI∗ 是第 j 个导出函子。在这个谱序列中，水平边缘映射为

Hi(Op(G), I∗(M))
e→Hi(O◦

p(G),M),

是以下态射的合成
Hi(Op(G), I∗(M))

��
Hi(O◦

p(G), ResιI∗(M)) // Hi(O◦
p(G),M),

类似群扩张的 Lydon-Hochschild-Serre 谱序列。垂直的映射由限制 Resι 诱导产生，而水平的映射
由自然同构 ResιI∗(M) ∼= M→M 诱导产生。因此恰好由 Resι 给出

Hi(Op(G), I∗(M))
e→Hi(O◦

p(G),M).
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命题 8.3.4

上述水平边缘映射为同构。

证明.（概要）本质上，我们使用一点范畴表示理论：通过特定的投射分解直接计算即可获得结果。
这是一种 Eckmann-Schapiro 类型的同构。它可以表现为

ExtiZOp(G)(Z, I∗(M))
e→ExtiZO◦

p(G)(Z,M),

其中 ZOp(G) 等是所谓的范畴代数。
我们也可以使用标准分解来验证这一结论。

最后，基于前述铺垫，对于 M = k×

e : H1(OG;Gm)
∼=→ H1(O◦

p(G); k
×)

将 Balmer 和 Grodal 关于 Tk(G,P ) 的计算公式自然等同起来。

8.4 阶段性结语

大约从 2001 年，作者开始从事群相关有限范畴的表示和上同调理论研究。当时的着眼点来自
模表示和群上同调中出现的各类（有限）范畴，它们的表示、分类空间与上同调，相关的工作可以
参考 Aschbacher-Kessar-Oliver 的专著《Fusion Systems in Algebra and Topology》。这些范畴被当
作广义的群，研究涉及到的主要拓扑方法之一是分类空间的同伦余极限，探索如何将复杂空间分解
为相对简单空间的黏合，如何使用相应的谱序列去计算复杂空间的上同调（术语叫同调分解），确
定复杂空间的同伦型等等。这些研究里面往往依赖 Thomason 在其 1977 年的博士论文里面的一个
结果，即将（常见的）同伦余极限表达为一个函子的Grothendieck 构造。
相当一段时间后，本人才意识到这个方法出现在 SGA 里面（但是其特殊情形，即 category of

elements，更早地被 Yoneda、MacLane 等人引入和发展），用于构造纤维范畴（fibred category，即
“范畴的覆盖”）。2007-2009 年在 Laboratoire de Mathématiques Jean Leray 工作期间，深入学习

Leray 和 Grothendieck 的著作似乎是一件自然的事情。然而当年缺乏导向，研究不得要领，个人
难以深入理解如 SGA 这样美妙而深奥的著作（当前也只是触摸到这颗大树上的几片枝叶）。直到
2015 年 Balmer 关于群表示叠形的研究出现后，作者产生新的动力，抓住具体的方向，尝试系统
探索层论方法在模表示中的应用。在一定程度上，这些讲义就是摸索过程中的副产品。这样的特点
是内容的组织基于一条长期研究主线，可能适合有限群和有限维代数表示背景读者；但缺点也很明
显，材料取舍不尽合理、结构编排不够完善（甚至存在人为谬误），现有的八次讲义基本就完成了
对 Grothendieck 层论的初步介绍。
由于一个座上的所有叠形构成2-范畴，所以高阶层论成为高阶范畴理论的起点之一。作为后续，

作者将简要介绍纤维范畴、叠形理论和 2-范畴理论。同时，由于前期还有现成的经典层论讲义，本
人也计划同步将相关内容逐步整理和上线。一旦完成，这些内容有望抓住“黏合”这一要义呈现层
论方法部分精髓，通过若干具体例子，期望为读者入门和进阶阅读提供一块垫脚石。
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9 第九讲

在代数拓扑中，有各种纤维化（fibration），具有重要的理论和计算意义。本讲借鉴这个思路，
引入范畴的 Grothendieck 纤维化，即纤维范畴（fibered category）。在经典层论中，空间 X 上的
平展空间对应着 X 上的集合层。我们将说明，范畴 C 上的纤维范畴对应着其上的（反变）伪函子
C → Cat。因此，纤维范畴也能理解为“范畴预层”（presheaf of categories）。

9.1 覆盖空间基本定理

为便于导入纤维范畴概念，我们简要回顾代数拓扑中的覆盖空间基本定理。设 B 为拓扑空间
（底空间），E 为其覆盖空间，即有连续的覆盖映射p : E → B，使得任意 b ∈ B 都存在开邻域 V 而
p−1(V ) 为 E 中开子集的不交并，且 p 限制在每个开子集上都是到 V 的同胚。
考虑基本群胚（fundamental groupoid，一种小范畴）Π1(B)：其对象为 B 中的点，态射 [γ] :

x→ y 为从点 x 到 y 的道路 γ 的同伦类。记 p−1(x) ⊂ E 为 x 的纤维。
根据覆盖空间性质，固定 e ∈ p−1(y)，则 [γ] 可以唯一地提升到 E 中，使其终点为 e 且起

点属于 p−1(x)，由此引入映射 p−1(y) → p−1(x)。于是给定 E，我们定义了一个集合预层 FibE :

Π1(B)→ Set，使得 FibE(x) = p−1(x)。这实际上诱导产生函子

Fib− : Cov(B)→ SetΠ1(B)op , E 7→ FibE

其中 Cov(B) 为 B 的所有覆盖空间形成的范畴，态射由以下交换图给定

E1
ϕ //

p1   A
AA

AA
AA

E2

p2~~}}
}}
}}
}

B .

反之，若有集合预层 F : Π1(B)→ Set，则可定义 EF =
⊔
x∈BF(x)，并引入自然的拓扑将其变

为一个 B 上的覆盖空间 p : EF → B。这给出了一个函子（重构）

Rec : SetΠ1(B)op → Cov(B)

以上讨论引出代数拓扑中的基本定理之一。

定理 9.1.1: 覆盖空间基本定理

设底空间 B 为局部道路连通且半局部单连通。则 Fib 和 Rec 给出范畴等价 Cov(B) '
SetΠ1(B)op = PSh(Π1(B))。

在经典层论中，覆盖映射被放宽为局部同胚（local homeomorphism），更一般地将空间上的平
展空间（étale space，在讲义的经典层论部分阐述）对应其上的集合层，即 Et(X) ' Sh(X) =

Sh(PX ,Jcan)。基于纤维化这一思想在拓扑中的重要地位，受此类定理的启发，我们希望将其移植
到 Grothendieck 层论。因为此时没有通常意义下的拓扑空间，所以需要专门构思，以回答下方自
然问题。
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问题 9.1.2

给定底范畴 C，能否定义其上的覆盖范畴 F，并从 p : F → C 构造合理的“预层”，使这类“预
层”的范畴等价于“C 的所有覆盖范畴的范畴”？

9.2 笛卡尔态射与纤维范畴

从覆盖到预层，依赖道路的提升。为回答上述问题，我们需要模拟拓扑空间中的道路提升。

定义 9.2.1

设 pF : F → C 为函子。令 φ : ξ → η 为 F 中态射。若对 F 中 ψ : ζ → η 及 C 中
h : pF(ζ)→ pF(ξ) 使得 pF(φ)h = pF(ψ)，存在唯一 θ : ζ → ξ 满足 pF(θ) = h 且 φθ = ψ，如
下图

ζ_

��

ψ

&&

∃!θ

$$
ξ_

��

ϕ
// η_

��

pF(ζ)
pF (ψ)

' 'h ##H
HH

HH
HH

HH

pF(ξ)
pF (ϕ)

// pF(η),

则称 F 中态射 φ : ξ → η 为笛卡尔。

根据定义，C 中态射（相当于“道路”）h 可利用笛卡尔态射提升到 F 中。注意，1η : η → η 总
是笛卡尔。
令 x = pF(ξ) 及 y = pF(η)。在此情形下，称 ξ 为 η 沿着 pF(φ) 到 x = pF(ξ) 上的拉回。

注解 9.2.2

如果 ξ → η 及 ξ̃ → η 均为 η 到 x 上的拉回，则由定义可知存在唯一 θ̃ : ξ̃ → ξ 及 θ : ξ → ξ̃，
而它们为互逆。于是拉回在同构意义下唯一。

从定义出发，我们很容易建立以下常用性质。

命题 9.2.3

1. 笛卡尔态射的合成仍为笛卡尔。
2. 设 φ ∈ F，且 pF(φ) 为同构，则 φ 为笛卡尔当且仅当 φ 为同构。
3. 若 ξ → η 及 η → ζ 为态射，且 η → ζ 为笛卡尔，则 ξ → η 为笛卡尔当且仅当 ξ → ζ

为笛卡尔。
4. 设有 pF ′ : F ′ → C 及 Θ : F → F ′

，且 φ : ξ → η 是 F 中态射。如果 φ为 Θ(ξ)→ Θ(η)

上笛卡尔，而 Θ(φ) 为 pF ′Θ(φ) 上笛卡尔，则 φ 为 pF ′Θ(φ) 上笛卡尔。

利用笛卡尔态射，我们可以设计范畴的覆盖。
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定义 9.2.4

设 F 为 C 上范畴，即存在 pF : F → C。若对 C 中任意 f : x→ y 以及 η ∈ F 使得 pF(η) = y，
总存在笛卡尔态射 φ : ξ → η 满足 pF(φ) = f，则称 F 为 C 上纤维范畴（fibered category）。

对任意范畴 F，自然函子 F → • 构成一个纤维范畴。
在纤维范畴 F → C 框架下，F 中任意对象可以沿着 C 中态射拉回。比对覆盖空间情形，我们

定义纤维范畴态射。

定义 9.2.5

设 F 与 F ′ 为 C 上纤维范畴。纤维范畴态射Θ : F → F ′ 为函子，使得
1. pF = pF ′ ◦Θ；

F Θ //

pF
��?

??
??

??
? F ′

pF′
~~~~
~~
~~
~~

C

2. Θ 保持笛卡尔态射。
我们记 C 上纤维范畴的范畴为 Fib(C) ，并记 HomC(F ,F ′) 为相应的态射集。

上述态射集 HomC(F ,F ′) 实际上具有一个范畴结构，我们很快就会介绍。以下结论可以通过
定义直接验证。

命题 9.2.6

若 G 为 C 上纤维范畴，而 F 为 G 上纤维范畴，则 F 为 C 上纤维范畴。

我们在层论中已经见过纤维范畴的例子。

例 9.2.7

任取 x ∈ C，切片范畴与配套的自然投影函子 C/x→ C 构成一个纤维范畴，而 C/x 中每个态
射都是笛卡尔。
若 f : x→ y 为 C 中态射，则它诱导产生 C 上纤维范畴态射 Θf : C/x→ C/y。

我们还需要比较纤维范畴间的不同态射。

定义 9.2.8

如果 Θ,Λ : F → F ′ 为两个态射，则一个保底自然变换（base-preserving natural transforma-
tion）是一个自然变换

F : Θ→ Λ,

满足条件：对任意 ξ ∈ F，
Fξ : Θ(ξ)→ Λ(ξ)

在纤维 F ′(x) 中，其中 x = pF(ξ) = pF ′(ξ)。
如果上述 F 还是自然同构，则称之为保底自然同构。
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如有 Θ : F → F ′ 和 Θ′ : F ′ → F 满足 ΘΘ′ ∼= IdF ′ 且 Θ′Θ ∼= IdF，那么称 C 上这两个纤
维范畴等价。

等价于 C/x（某个 x）的纤维范畴叫做可表（representable）。
由于 Fib(•) = Cat，所以上述概念拓展了 Cat 的内蕴结构，即 Fib(C) 具有一个 2-范畴结构：

其对象是 C 上纤维范畴，1-态射是纤维范畴态射，2-态射是保底自然变换。

9.3 纤维范畴产生伪函子

我们现在说明纤维范畴设计合理，满足期望。上一节我们通过模拟道路提升，引入了范畴覆盖
的概念。对照经典情形，我们希望还能将其描述为对应的“预层”。我们注意到在经典情形，覆盖
空间是由连续映射的纤维黏合而成。这些纤维恰好是对应预层的取值。

定义 9.3.1

设 F 为 C 上纤维范畴。对 x ∈ C，x 的纤维是 F 的子范畴 F(x)，其对象 ξ 满足 pF(ξ) = x

而态射 φ 满足 pF(φ) = 1x。

由定义，若 Θ : F → F ′ 为 C 上纤维范畴态射，则 Θ 将 F(x) 映到 F ′(x)。记作 Θ|x : F(x)→
F ′(x)，叫作 Θ（在 x 上）的限制。如果 Θ|x, ∀x ∈ C，总是等价，则称 Θ 为自然等价。

注解 9.3.2

若 F 为 C 上纤维范畴且 f : x→ y 为 C 中态射。对 η ∈ F(y)，选择 η 沿着 f 到 x 上的一个
拉回 f∗(η) ∈ F(x)（也记 f∗(η)

ϕη→ η）。由此可引入函子

f∗ : F(y)→ F(x).

若存在态射 β : η′ → η ∈ F(y)，从

f∗(η′)
ϕη′

//
_

��

∃!

((

η′_

��

β

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQQ

Q

f∗(η)
ϕη //

_

��

η_

��

x
f //

1x
))SSS

SSS
SSS

SSS
SSS

SSS y

1y

))RRR
RRR

RRR
RRR

RRR
RRR

x
f

// y

可知存在唯一态射
f∗(β) : f∗(η′)→ f∗(η).

根据注解，拉回依赖笛卡尔态射。为了帮助选取，我们往往需要固定一个笛卡尔态射族。
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定义 9.3.3

纤维范畴 F → C 的一个解理（cleavage）是 F 中一个笛卡尔态射族 K，使得对每个 C 中态射
f : x→ y 以及每个 η ∈ F(y)，存在 K 中唯一终点在 η 的态射 φη，满足 pF(φη) = f。

解理（cleavage）是一个力学术语，解理性是指晶体在外力作用下沿特定结晶方向裂开形成光
滑断面的性质，主要取决于晶体的内部结构和结合力。我们借鉴此术语作为译文。
由选择公理，每个纤维范畴都能取定一组解理。对选定了解理的纤维范畴 F → C，我们有以

下信息：
1. 能对 C 中每一对象 y 指定范畴 F(y)，每一态射指定函子

f∗ : F(y)→ F(x).

这非常像一个函子 C → Cat.
2. 然而，1∗x : F(x) → F(x) 不必为恒等！由定义，对 ∀x ∈ C，及 ξ ∈ F(x)，拉回 εx(ξ) :

1∗x(ξ)→ ξ 是同构。随着 ξ 变动，产生函子 εx : 1∗x → IdF(x)。
3. 若 f : x → y 及 g : y → z 中态射且 pF(ξ) = z。则有同构 αf,g(ξ) : f

∗g∗(ξ) → (gf)∗(ξ)。
随着 ξ 变动，产生自然同构

αf,g : f
∗g∗ → (gf)∗.

基于以上分析，我们获得一个比函子更弱的构造。

定义 9.3.4

范畴 C 上一个伪函子Φ 由以下构成：
1. 对 ∀x ∈ C，存在范畴 Φ(x)；
2. 对 ∀f : x→ y，存在函子

f∗ : Φ(y)→ Φ(x);

3. 对 ∀x ∈ F，存在自然同构
ε∗x : 1∗x → IdΦ(x);

4. 对 ∀x f→ y
g→ z，存在自然同构

αf,g : f
∗g∗ → (gf)∗.

它们需要满足以下条件：
(i) 对 ∀f : x→ y 及 η ∈ Φ(y)，有 α1x,f (η) = εx(f

∗(η)) :

1∗x(f
∗(η))→ f∗(η)

且 αf,1y(η) = f∗εy(η) :

f∗1∗y(η)→ f∗(η).
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(ii) 对 ∀x f→ y
g→ z

h→ w 及 θ ∈ F(w)，下图交换

f∗g∗h∗(θ)

f∗αgh(θ)

��

αf,g(h
∗(θ))// (gf)∗h∗(θ)

αgh,f (θ)

��
f∗(hg)∗(θ)

αf,hg(θ)
// (hgf)∗(θ).

任意（真）函子 Φ : C → Cat 均为伪函子。

命题 9.3.5

给定解理的 C 上纤维范畴 F 定义了 C 上一个伪函子。

证明. 只需要验证两个条件 (i)，(ii) 成立。关于第一条：

1∗x_

��

$$

f∗(η)

!!
f∗(η)
_

��

// η_

��

x
f

%%
1x ##G

GG
GG

GG
GG

x
f

// y

由于 α1x,f (η) 与 εx(f
∗(η)) 在 pF 下的像均为 1x 且满足交换图，所以它们相等。第二个等式类似。

关于第二条，对于 ξ 7→ w，存在两个拉回及唯一态射

f∗g∗h∗(ξ)
∃! //

##H
HH

HH
HH

HH
H

(hgf)∗(ξ)

{{vv
vv
vv
vv
vv

ξ

然而 αgh,f (ξ)αf,g(h
∗(ξ)) 与 αf,hg(ξ)f

∗(αg,h(ξ)) 均能填入水平位置，因此它们相等。

定义 9.3.6

如果一个纤维范畴的解理包含所有恒等态射且关于合成封闭，那么称之为一个裂解（splitting）。
此时也称该纤维范畴分裂（split）。

命题 9.3.7

由一个解理给出的伪函子是函子当且仅当它是一个裂解。

证明. 从定义可直接验证。

然而，并非每个纤维范畴都分裂。
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例 9.3.8

将群同态 φ : G→ H 看作函子。则 G 中所有态射均为笛卡尔，而 G 是 H 上纤维范畴当且仅
当 φ 是满。此时 G 中一个解理与 H 的元素 1-1 对应。这样的解理为一个裂解当且仅当它同
构于 H。在此情况下，

H ↪→ G→ H,

即 G 通过 H 分裂。

我们需要比较伪函子。

定义 9.3.9

令 Φ,Ψ : C → Cat 为两个伪函子。一个宽松变换（lax transformation）Θ : Φ → Ψ 包含以下
数据

1. 对任意 x ∈ ObC，一个（真）函子 Θ(x) : Φ(x)→ Ψ(x),
2. 对任意 f : x→ y，一个自然同构 Θ(f) : Ψ(f) ◦Θ(x)⇒ Θ(y) ◦ Φ(f)，即有

Φ(x)
Φ(f) //

Θ(x)

��

Φ(y)

Θ(y)

��
Ψ(x)

Ψ(f)
//

3;oooooooooooo

oooooooooooo
Ψ(y)

满足以下交换图
1.

IdΨ(x) ◦Θ(x)

��

= // Ψ(1x) ◦Θ(x)

Θ(1x)

��

Θ(x)

��
Θ(x) ◦ IdΦ(x) =

// Θ(x) ◦ Φ(1x),

2. 对任意 f : x→ y 和 g : y → z，有

Ψ(g) ◦ (Θ(y) ◦ Φ(f)) // (Ψ(g) ◦Θ(y)) ◦ Φ(f) // (Θ(z) ◦ Φ(g)) ◦ Φ(f)

��
Ψ(g) ◦ (Ψ(f) ◦Θ(x))

OO

Θ(z) ◦ (Φ(g) ◦ Φ(f))

��
(Ψ(g) ◦Ψ(f)) ◦Θ(x)

OO

// Ψ(gf) ◦Θ(x) // Θ(z) ◦ Φ(gf).

我们还需要比较不同的宽松变换。
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定义 9.3.10

设 Φ 和 Ψ 是 C → Cat 的两个伪函子，且 Θ,Λ : Φ→ Ψ 为两个宽松变换。一个修正（modifi-
cation）T : Θ → Λ 给每个 x ∈ ObC 指定一个自然变换 Tx : Θ(x) ⇒ Λ(x)，使得对任意 C 中
态射 α : x→ y，以下为交换图

Ψ(α) ◦Θ(x)
IdΨ(α)⋆Tx +3

Θ(α)

��

Ψ(α) ◦ Λ(x)

Λ(α)

��
Θ(y) ◦ Φ(α)

Ty⋆IdΦ(α)

+3 Λ(y) ◦ Φ(α).

有了上述概念，我们就可以引入伪函子的等价等定义。我们已经看到纤维范畴能产生伪函子，
因此术语有对应关系。不幸的是，在两种语境下各层次态射的名称差异较大，我们列举如下。

术语对比
对象 纤维范畴 伪函子

1-态射 态射 宽松变换

2-态射 保底自然变换 修正

我们记 C 上所有伪函子构成的范畴为 Pf(C)，它实际上也是一个 2-范畴。
如果将伪函子的取值范围从 Cat 扩展为一般 2-范畴，那么我们就得到 2-函子（2-functor），真

正步入 2-范畴理论。

9.4 伪函子产生纤维范畴

假设 Φ 为 C 上一个伪函子。我们构造一个纤维范畴 pF : F → C。范畴 F =
∫
C Φ，叫做 Φ

的Grothendieck 构造，定义如下：
1. 对象: (x, ξ)，x ∈ F，ξ ∈ Φ(x)；
2. 态射: (x, ξ) → (y, η) 是一个对 (f, α)，其中 f : x → y 是 C 中态射，而 α : ξ → f∗(η) 是

Φ(x) 中态射。若
(f, α) : (x, ξ)→ (y, η)

及
(g, β) : (y, η)→ (z, ξ)

为两个态射，则
(g, β) ◦ (f, α) = (gf, β ∗ α),

其中 β ∗ α 为以下态射合成

ξ → f∗(η)
f∗(β)→ f∗g∗(ξ)

αf,g(ξ)→ (gf)∗(ξ).

我们能够立即验证 F 确实是 C 上范畴：
1. 合成满足结合律；
2. 1x,ξ = (1x, εx(ξ)

−1)；
3. pF(x, ξ) = x，pF(f, α) = f。
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下一步我们验证 F 为 C 上纤维范畴：对于 f : x→ y 及 (y, η) ∈ p−1
F (y)，我们说明

(f, 1f∗(η)) : (x, f
∗(η))→ (y, η)

为笛卡尔。设有
(w, ξ)

_

��

(g,β)

(((h,γ) %%
(x, f∗(η))

_

��

(f,1f∗(η))
// (y, η)

_

��

w g

((
h

&&MM
MMM

MMM
MMM

M

x
f

// y

假设有 (h, γ) : (w, ξ) → (x, f∗(η)) 满足以上交换图，则直接计算可得 γ = αh,f (η)
−1 ◦ β。这不仅

说明 (f, 1f∗(η))，∀f : x→ y，为笛卡尔，还提供一个解理。最后，易见 F(x) ' Φ(x).

定理 9.4.1

从纤维范畴构造伪函子，与从伪函子产生纤维范畴，这两个过程互逆。于是“C 上纤维范畴”
相当于“C 上伪函子”。类比覆盖空间基本定理，我们有范畴等价

Fib(C) ' Pf(C).

证明. 因为我们在前面已经构造了双向的函子，所以此处只需验证它们互为拟逆。这是一个非常形
式化，但是非常繁琐的过程。我们在此暂时略过。感兴趣的读者可以自行尝试证明，或阅读 Stacks
Project 等标准参考文献。

例 9.4.2

考虑真函子 hx : C → Set。则它通过 Grothendieck 构造产生的纤维范畴恰为切片范畴及其自
然投影函子 C/x→ C

如果一个纤维范畴的纤维都是集合，那么称之为集合纤维范畴（category fibered in sets）。

引理 9.4.3

底范畴 C 上的集合纤维范畴等价于 C 上的集合预层范畴。

证明. 这本质上与前面建立纤维范畴与伪函子的对应关系类似，我们只需注意到 Set（作为一个 2-范
畴）只有平凡的 1-态射 1x 和平凡的 2-态射 Id1x , ∀x ∈ C。

由于 hx 对应 C/x，所以我们能够给出 Yondeda 引理的 2-阶版本。
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引理 9.4.4: 2-Yoneda 引理

设 F 是 C 上纤维范畴。任取 x ∈ C，我们有范畴等价

HomC(C/x,F) ' F(x).

证明. 首先，我们构造一个函子
HomC(C/x,F)→ F(x).

对于 Θ : C/x→ F，考虑限制 Θ|x : (C/x)(x)→ F(x)，并取 Θ|x(x, 1x) ∈ F(x)。如果 F : Θ→ Λ

是保底自然变换，那么它产生 F(x) 一个中态射

Θ|x(x, 1x)→ Λ|x(x, 1x).

其次，若有 F(x) 中对象 ξ 以及态射 φ : ξ → η，则 pF(ξ) = x 且 pF(φ) = 1x。由于 (x, 1x) 是 C/x
的终对象，所以可以定义态射 Θξ : C/x→ F 使得 ∀(w, f) ∈ C/x

Θξ(w, f) = f∗(ξ) ∈ F(w).

对于 φ : ξ → η，我们可定义保底自然变换 F : Θξ → Θη 使得

F(w,f) = f∗φ : Θξ(w, f)→ Θη(w, f).

最后，可以验证上述两个函子互为拟逆。得证。

9.5 三个例子

例 9.5.1

假设 C 是有纤维积的范畴。令 F = ArrC 为箭头范畴：其对象为 C 中所有箭头，而 f : x→ u

到 g : y → v 的态射是一个对 (α, β)，满足交换图

x

f

��

α // y

g

��
u

β
// v

令 pF : F → C 使得 pF(f) = u 且 pF(α, β) = β。我们说明这构成一个纤维范畴。
验证：设 β : u→ v 为 C 中态射，且 η = (y

g→ v) 为 ArrC 中对象。我们需要找到笛卡尔
态射 φ : ξ → η，使得 pF(φ) = β。
我们取拉回 x = u×v y，即有交换图

x

f

��

α // y

g

��
u

β
// v
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设 ξ = (x
f→ u)。若有 ζ = (z

h→ w) 以及（实线）交换图

ζ_

��

ψ=(γ,τ)

!!
(−,σ)

��
ξ_

��

ϕ // η_

��

w

τ

""
σ

  A
AA

AA
AA

A

u
β

// v

我们希望填补虚线部分，使全图交换。首先，虚线态射形如 (−, σ)，我们需要确定第一个分
量。其次，由纤维积的泛性质可得

z

h

��

∃!µ //___

γ

��
x

F

��

α // y

g

��
w σ

// u
β

// v

将 µ 填入上图即得 ζ
(µ,σ)→ ξ 的存在和唯一性。这说明 ArrC 确为 C 上纤维范畴。

读者可以尝试写出上例纤维范畴对应的伪函子。

例 9.5.2

在模表示中，我们前面考虑过 C = O(G) 以及它上面的拓扑和层。从叠形理论角度，Paul
Balmer 定义了函子

Mod : O(G)→ k-Cat,

其中 k-Cat 是 k-线性范畴的范畴，使得

Mod(G/H) = Mod-kH, ∀H.

因为任意态射 G/H → G/L 均由 H 7→ Hg 给定，且满足 gHg−1 ⊂ L，所以此态射诱导自然
的限制函子

Mod-kL→ Mod-kH.

从这个真函子出发，利用 Grothendieck 构造我们得到 O(G) 上的纤维范畴。如果将模范畴替
换为到处模范畴或者稳定模范畴，我们得到两个不同的函子和相应的纤维范畴。读者可以根据
定义把这些纤维范畴具体描述出来。

最后，我们给出一个经典的构造。

例 9.5.3

回顾我们关于切片范畴和切片拓扑斯的讨论：设 C = (C,J ) 为一个座，对 x ∈ C，C/x 具有自
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然的拓扑（诱导拓扑）。简称 C/x 上的层为 x 上的层，相应的层范畴记作 Sh(C/x)。
若 f : x → y 为 C 中态射，则存在限制函子 f∗ : Sh(C/y) → Sh(C/x)。特别地 (1x)∗ :

Sh(C/x) → Sh(C/x) 为恒等，且 (gf)∗ = f∗g∗。此时，我们构造了一个函子 C → Cat，x 7→
Sh(C/x)。这给出纤维范畴 F := Sh/C→ C，且纤维 (Sh/C)(x) ' Sh(C/x)。

下一讲我们将充分利用拓扑，将纤维范畴，即“范畴预层”（presheaves of categories），一般化
为“范畴层”（sheaves of categories），即叠形（stack）。
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10 第十讲

如第二讲所陈述，stack 最早是在 1952 年左右被用作法语中“层”的英语翻译，后来被 sheaf
一词所取代。基于 Giraud 在 1965 年左右定义的 champ 这一概念（相关专著 1971 年由 Springer
出版），1969 年 Deligne-Mumford 引入了 algebraic stack 这一术语，正式确立 stack 为 champ 的
英语译名。
前面我们构造了以下嵌入或扩充

C ↪→ PSh(C) ↪→ Fib(C)

在 C 上赋予拓扑后，我们已经引入了集合层。我们也能定义范畴层（“sheaf of categories”），即叠
形（stack）。类比层的定义：集合预层 F 为层，当且仅当对 ∀x ∈ ObC, ∀S ∈ J (x)，以下自然映射
总是同构

Nat(hx,F)
∼=→ Nat(S,F).

我们将定义纤维范畴（“范畴预层”）F 为叠形（“范畴层”），当且仅当对 ∀x ∈ ObC, ∀S ∈ J (x)，
以下（由 C/S → C/x 诱导的、介于 C 上纤维范畴的态射范畴之间的）自然函子总是等价

HomC(C/x,F)
'→ HomC(C/S,F).

注意 C/S 是筛 S 对应的纤维范畴，而 C/x = C/hx 称为可表。上式右边的范畴 HomC(C/S,F)，叫
做“F 对于 S 的下降数据范畴”（category of descent data）。如果用伪函子的语言来描述，上式写
成

LaxC(hx,ΦF)
'→ LaxC(S,ΦF).

10.1 下降数据范畴

在几何应用中，我们看到的下降数据范畴的定义往往相对特殊、直观和具体。我们将从常见形
式出发，然后说明它能转化为引言中定义的形式。我们的讨论类似于在第一讲中，将经典层论用范
畴论的语言不断分析和改写（浓缩并形式简化），最终引出 Grothendieck 层的定义之过程。
设 C 上存在纤维积（如空间 X 的开集偏序集 PX），且存在 Grothendieck 拓扑（基），使得 C

为座。设 F 为 C 上纤维范畴，取定一个解理。
设 Ux = {σi : xi → x} 为 x ∈ C 的覆盖（即 Ux 生成的筛为覆盖筛）。记 xij = xi ×x xj 且

xijk = xi ×x xj ×x xk, ∀i, j, k，且 pra 和 prab 为到相应分量的投影，其中 {a, b, c} = {1, 2, 3}。

定义 10.1.1

给定座 C 以及 x ∈ ObC。设 Ux 为 x 的覆盖。则 C 上纤维范畴 F 对于 Ux 的一组下降
数据（an object with descent data）记为（{ξi}i, {φij}i,j），其中 ξi ∈ F(xi), ∀i，以及同构
φij : pr

∗
2(ξj)

∼= pr∗1(ξi) ∈ F(xij)，满足上圈（cocyle）条件

pr∗13(φik) = pr∗12(φij)pr
∗
23(φjk) : pr

∗
13pr

∗
2(ξj)→ pr∗13pr

∗
1(ξi).

此处 {φij}i,j 叫作过渡同构（transition isomorphisms）族。
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注解 10.1.2

因为 ξi ∈ F(xi) 由三种方式限制（或拉回）到 F(xijk)，所以我们希望三个过程给出“相同”
结果。

然而在范畴中，严格相等是不自然的，因此我们只能追求同构：φik : pr∗2(ξk)
∼=→ pr∗1(ξi) 是

F(xik) 中同构，p∗13(φik) : p∗13pr∗2(ξk)
∼=→ p∗13pr

∗
1(ξi) 是 F(xijk) 中同构。

定义 10.1.3

给定座 C 以及 x ∈ ObC。若 ({ξi}, {φij}) 及 ({ηi}, {ψij}) 为 Ux 上两组下降数据，则态射

{αi}i : ({ξi}, {φij})→ ({ηi}, {ψij})

包含 F(xi) 中态射 αi : ξi → ηi，使得对 ∀i, j 下图交换：

pr∗2(ξj)

ϕij

��

pr∗2 (αj)// pr∗2(ηj)

ψij

��
pr∗1(ξi) pr∗1 (αi)

// pr∗1(ηi).

容易验证 Ux 上所有下降数据构成一个范畴，记作 F(Ux)（或 F({xi
σi→ x}i)）。

注解 10.1.4

范畴 F(Ux) 不依赖于纤维积的选取，不同的选择给出同构的范畴。

例 10.1.5

对 ∀ξ ∈ F(x)，我们可以构造 F(Ux) 中对象：令 ξi = σ∗
i (ξ)。由于 pr∗2σ

∗
j (ξ) 和 pr∗1σ

∗
i (ξ) 均 ξ

为到 Uij 的拉回，所以存在自然同构 φij。可以验证 ({ξi}, {φij}) 为一组下降数据。
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此外，对于 F(x) 中 α : ξ → η，可产生态射 αi : σ
∗
i (ξ)→ σ∗

i (η)，并与 {φij} 和 {ψij} 相
匹配。
于是，存在函子 F(x)→ F(Ux)。

上述定义依赖解理（因而不够理想），我们下面给出一个不依赖于解理的下降数据范畴的定义。

定义 10.1.6

给定座 C以及 x ∈ ObC。设 Ux是 x的一个覆盖，其上一个下降数据为三元组 ({ξi}, {ξij}, {ξijk}), i, j, k ∈
I，使得，ξα ∈ F(xI)（I 为 i 或 ij 或 ijk 形式之一）。对每组 ijk，构造交换图

ξijk //

��

~~||
||
||
||

ξjk

��

��~~
~~
~~
~

ξij //

��

ξj

ξik //

}}||
||
||
||

ξk

ξi

且所有态射均为笛卡尔，而上图在 pF 下的像为

xijk
pr23 //

pr13

��

pr12

||zz
zz
zz
zz

xjk

pr2

��

pr1

}}{{
{{
{{
{{

xij
pr2 //

pr1

��

xj

xik pr2
//

pr1
||yy
yy
yy
yy

xk

xi

态射
{φi}i : ({ξi}, {ξij}, {ξijk})→ ({ηi}, {ηij}, {ηijk})

由 φi : ξi → ηi 组成，满足 pr∗1(φi) = pr∗2(φj) : ξij → ηij（F(xi) 中态射）。
以上信息组成范畴 Fdesc(Ux)。

注解 10.1.7

如果选定一个解理，则可构造函子

Fdesc(Ux)→ F(Ux).

具体来说，若 ({ξi}, {ξij}, {ξijk}) ∈ Fdesc(U)，则 ξij → ξi 及 ξij → ξj 诱导同构 ξij
'→ pr∗1(ξi)

及 ξij
'→ pr∗2(ξj)。由此产生了 φij : pr

∗
2(ξj)→ pr∗1(ξi)，并且可验证它们满足上圈条件，因而给

出 F(Ux) 中一个对象。同时，Fdesc(Ux) 中态射自动产生 F(Ux) 中态射。
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通过直接计算可验证以上函子为范畴等价，因此我们统称上述两个定义中的范畴为F 对
于 Ux 的下降数据范畴，并有 F(x)→ Fdesc(Ux)。

10.2 广义下降数据范畴

现在我们进一步说明，若 S 为 Ux 生成的覆盖筛，则下降数据范畴等价于 HomC(C/S,F)。
取纤维范畴态射 Θ : C/S → F，有

ΘpF = pr : C/S → C.

对于 i, j, k，有 C/S 中对象 (xi, σi)，(xij , σij) 及 (xijk, σijk)，而

xijk
pr12 //

!!C
CC

CC
CC

xij

~~||
||
||
|

x

等等是 C/S 中态射。应用 Θ 可得 Fdesc(Ux) 中对象

Θ(xijk, σijk) //

��

wwooo
ooo

ooo
oo

Θ(xjk, σjk)

��

w wooo
ooo

ooo
oo

Θ(xij , σij) //

��

Θ(xj , σj)

Θ(xik, σik) //

wwooo
ooo

ooo
oo

Θ(xk, σk)

Θ(xi, σi)

由此可构造函子 HomC(C/S,F)→ Fdesc(U) 以及 F(x) ' HomC(C/x,F)→ HomC(C/S,F)。

命题 10.2.1

函子 HomC(C/S,F)→ Fdesc(Ux) 为等价。

证明. 我们构造一个拟逆。由于 S 是 Ux 生成，所以对于 ∀y 以及 S(y) 中态射 y
σ→ x（即 (y, σ) ∈

Ob(C/S)），总能选择 xi 使其分解为 y → xi → x。
首先，假设 ({ξi}, {ξij}, {ξijk}) ∈ Fdesc(Ux)。则 ξi ∈ F(xi) 可沿 y → xi 拉回到 ξy ∈ F(y)。我

们可以看出 ξy 不依赖 σ 分解的选取。这给出 Fdesc(Ux) 的对象到 HomC(C/S,F) 的对象上的一个
映射

({ξi}, {ξij}, {ξijk}) 7→ θ

使得 θ(y, σ) = ξy。
其次，已知 C/S 中所有态射都是笛卡尔。现任取态射 C/S 中 f : (y′, σ′)→ (y, σ)

y′
f //

σ′
��?

??
??

??
? y

σ
����
��
��
��

x
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由给定的分解 y′ → xj → x 及 y → xi 产生

y′

f

��

// xij

��

// xj

��
y // xi // x

.

由于 ξij → ξj 为笛卡尔，ξy′ → ξj 通过 ξij 唯一分解为 ξy′ → ξij → ξj（且 ξy′ → ξij 映到 y′ → xij）。
合成 ξy′ → ξij → ξi 唯一分解为 ξy′

θ(f)→ ξy → ξi（且 ξy′ → ξy 映到 y′ → y）。于是 F 中态射 ξy′
θ(f)→ ξy

为笛卡尔。我们得到从 C/S 的态射到 F 的态射的一个映射 f 7→ θ(f)，保持笛卡尔态射。
以上构造产生一个纤维范畴态射 θ : C/S → F。
最后可验证两个合成

Fdesc(Ux)→ HomC(C/S,F)→ Fdesc(Ux)

及
HomC(C/S,F)→ Fdesc(Ux)→ HomC(C/S,F)

均自然同构于恒等函子。

基于以上讨论，我们给出下降数据范畴一般性定义，不依赖纤维积的存在性。

定义 10.2.2

给定座 C = (C,J )，x ∈ C 以及 S ∈ J (x)。设 F 是 C 上纤维范畴，则称 HomC(C/S,F) 为F
对于 S 的下降数据范畴。

有些文献为了简便，会将下降数据范畴简记为 Hom(S,F)。实际上更准确的记法应该是宽松变
换范畴 LaxC(S,ΦF)，其中 ΦF 是 F 对应的伪函子。我们为了后面表述方便，记

1. F(S) = HomC(C/S,F);
2. F(x) = HomC(C/x,F).
为了便于进一步讨论，我们需要考虑最一般的下降数据范畴。若 F ∈ C∧，那么可以定义

F(F) := HomC(C/F,F) ' HomC/F(C/F,F|F),

其中 F|F 是 Cat 中拉回（是 C/F 上纤维范畴，术语叫 pushforward of F along pr）

F|F //

��

F

��
C/F pr

// C.

若 F 对应着伪函子 ΦF，则上述拉回对应伪函子 ΦF |F : C/F→ C ⇝ Cat 且

F(F) ' LaxC(F,ΦF) ' LaxC/F(F•,ΦF |F).

换一个角度考虑，对于 C 上伪函子 ΦF，我们定义了 ΦF 到 C∧ 上的延拓（保留同样记号）：我
们令 ΦF(hx) := ΦF(x)，且对任意 F ∈ C∧，进一步要求

ΦF(F) := lim←−(x,α)∈C/F
ΦF(x).
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这实际上等同于

ΦF(F) = lim←−(x,α)∈C/F
ΦF(x)

' LaxC/F(F•,ΦF |F)

' HomC/F(C/F,F|F)

' HomC(C/F,F)

= F(F).

因此将 C 上纤维范畴 F 延拓到 C∧（pullback of a fibered category），与将对应的伪函子延拓，结
果相当。
对于 ξ, η ∈ ΦF(F)，有

HomΦF (F)(ξ, η) = lim←−(x,α)∈C/F
HomΦF (x)(ξ|x, η|x),

其中 ξ|x 是 ξ ∈ ΦF(F) 在 hx
α→ F 下的限制，即 ξ|x = α∗(ξ) 而 α∗ : ΦF(F)→ ΦF(x) 由上述极限

泛性质提供。我们也常常把它表述为

HomF(F)(ξ, η) = lim←−(x,α)∈C/F
HomF(x)(ξ|x, η|x).

10.3 叠形

简而言之，J -叠形是与 C 上拓扑 J 相匹配的 C 上纤维范畴。

定义 10.3.1

设 C = (C,J ) 为座而 F 为 C 上的纤维范畴。
1. 若对 ∀x ∈ C 及 S ∈ J (x)，自然函子 F(x) → F(S) 为忠实、满，则称 F 为 C 上分
离纤维范畴（separated fibered category）。

2. 若在以上条件下，若 F(x)→ F(S) 总是范畴等价，称 F 为 C 上叠形。

不幸的是，上述分离纤维范畴的称呼并不统一，有的地方直接叫“预叠形”（prestack），有的
作者称之为“分离预叠形”。我们选择参照第三讲中“分离预层”概念进行命名（按这个思路，纤
维范畴可能更应该叫预叠形）。

定义 10.3.2

若 F(S) 中一个对象同构于 F(x) 中某个对象的在自然函子下的像，则称之为有效。

由此可知 F 为 C 上叠形当且仅当，F 为分离纤维范畴，而且对 ∀x, ∀S ∈ J (x)，F(S) 中对象
均为有效。

命题 10.3.3

设 C 为座，Φ : Cop → Set 为函子，对应的 C 上集合纤维范畴记作 FΦ。则
1. FΦ 为分离纤维范畴当且仅当 Φ 作为集合预层是分离的。
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2. FΦ 为叠形当且仅当 Φ 为层。

证明. 考虑 x ∈ C 及覆盖筛 S ∈ J (x)。因为范畴 FΦ 在 x 上的纤维是集合 Φ(x)，所以

FΦ(S) ∼= HomC(C/S,FΦ) ∼= Nat(S,Φ).

特别地，F(x) ∼= Nat(hx,Φ)，且 F(x)→ F(S) 等同于 Φ(x)→ Nat(S,Φ)。由此得证。

此结论进一步明晰了嵌入 PSh(C) ↪→ Fib(C) 的性质。
对纤维范畴 F → C，x ∈ C，自然函子 C/x → C 给出 C/x 上的纤维范畴 F|x（对应伪函子

C/x→ C ⇝ Cat）。由定义对任意 (w, σ) ∈ ObC/x 有

F|x(w, σ) = F(w).

由于 (x, 1x) 是终对象，所以唯一态射 σ : (w, σ)→ (x, 1x) 产生（限制）函子

?|w : F(x) = F|x(x, 1x)→ F|x(w, σ) = F(w)

定义 10.3.4

对纤维范畴 F → C，x ∈ C，取定 ξ, η ∈ F(x)，可定义一个态射预层（presheaf of morphisms）

Homx(ξ, η) : (C/x)op → Set,

将 ∀(w, σ) ∈ Ob(C/x)（即 w
σ→ x）映到

(w, σ) 7→ HomF(w)(ξ|w, η|w).

若有 C/x 中态射 f : (w, σ)→ (w′, σ′)，即

w
f //

σ
��@

@@
@@

@@
@ w′

σ′
~~}}
}}
}}
}}

x

,

则存在自然映射
f∗ : HomF(w′)(ξ|w′ , η|w′)→ HomF(w)(ξ|w, η|w).

态射预层可以延拓到 (C/x)∧ 上，对于 F ∈ (C/x)∧（如 R ∈ J (w, σ)），存在唯一态射 F→ h(x,1x)

以及
Homx(ξ, η)(F) = HomF|x(F)(ξ|F, η|F).

其中限制沿着 (C/x)/F→ C/x→ C。按照上一节讨论，此时有

F|x(F) = HomC/x((C/x)/F,F|x),

并且

HomF|x(F)(ξ|F, η|F)

=lim←−((v,τ),f)∈(C/x)/F
HomF|x(v,τ)(ξ|(v,τ), η|(v,τ)).
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其中限制沿着 (C/x)/(v, τ)→ (C/x)/F→ C/x→ C。
我们在第五讲中提到同构意义下的交换图

C/x jx //

h−

��

C

h−

��
(C/x)∧

LKjx

// C∧

由此可得 F|x(F) ' F(LKjx(F))。特别的当 F = h(w,σ)，我们有 LKjx(h(w,σ))
∼= hw，从而

F|x(h(w,σ)) ' F(hw)。我们还将考虑 F 为任意筛的情形。第五讲里证明了筛 R ∈ J (w, σ) 当且
仅当 LKjx(R) ∈ J (w)。

命题 10.3.5

设 C为座而 F 为 C 上纤维范畴。则 F 为分离纤维范畴当且仅当，对 ∀x ∈ C 以及 ξ, η ∈ F(x)，
函子 Homx(ξ, η) : (C/x)op → Set（在 C/x 上的诱导拓扑下）为层。

证明.“⇒”设 F 为分离纤维范畴。对任意 w ∈ ObC, S ∈ J (w)，自然函子 F(w)→ F(S) 为忠实、
满。
对于 ξ, η ∈ F(x)，(w, σ) 和 R ∈ J (w, σ)，考虑

Homx(ξ, η)(w, σ) = HomF(w)(ξ|w, η|w)

和自然映射
Homx(ξ, η)(w, σ)→ Homx(ξ, η)(R).

该函子可改写为
HomF(w)(ξ|w, η|w)→ HomF|x(R)(ξ|R, η|R).

借助 F|x(R) ' F(LKjx(R))，上式进一步转化为

HomF(w)(ξ|w, η|w)→ HomF(LKjx (R))(ξ|LKjx (R), η|LKjx (R)).

从 LKjx(R) ∈ J (w) 可知 F(w)→ F(LKjx(R)) 为忠实、满，从而上方映射为同构。这相当于说

Homx(ξ, η)(h(w,σ))→ Homx(ξ, η)(R)

也即
Nat(h(w,σ),Homx(ξ, η))→ Nat(R,Homx(ξ, η)),

是同构。于是我们获知 Homx(ξ, η) 是层。
“⇐”反推即可。

最后我们给出一个经典例子。

例 10.3.6

设 C 为座。则 Sh/C → C 为叠形。
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证明. 首先，从上一讲可知 Sh/C → C 为纤维范畴。若 x ∈ C，则纤维是 Sh(x) = Sh(C/x)，即
C/x 上的层范畴。此处 C/x 上通过函子 C/x → C 获得诱导拓扑。若有 f : x → y，则存在自然函
子 f∗ : Sh(C/y)→ Sh(C/x)。
其次，设 S ∈ J (x)为 x ∈ C 上的覆盖筛。我们证明 (Sh/C)(S) ' Sh(C/S)。由于 (Sh/C)(S) '

HomC(C/S,Sh/C)，所以 θ ∈ (Sh/C)(S) 对应纤维范畴态射

θ̃ : C/S → Sh/C,

并将任意 (w, σ) ∈ Ob(C/S) 映到 (Sh/C)(w) = Sh(C/w) 中对象 F(w,σ)，以及集合 Fθ(w, σ) :=

F(w,σ)(w, 1w)。若 f : (w, σ)→ (w′, σ′) 为态射，则层同构 f∗F(w′,σ′)

∼=→ F(w,σ) 可用于构造

F(w′,σ′)(w
′, 1w′)

��

Fθ(f) // F(w,σ)(w, 1w)

F(w′,σ′)(w, f) f∗F(w′,σ′)(w, 1w)

∼=

OO

易见由此产生预层 Fθ ∈ PSh(C/S)。对于任意 (w, σ) ∈ C/S，σ ∈ S(w) = Nat(hw, S) 诱导产生函
子 C/w = C/hw → C/S，从而有限制 Sh(C/S)→ Sh(C/w)。对任意 (v, τ) ∈ C/w，总有

Fθ|w(v, τ) = Fθ(v, στ)

= F(v,στ)(v, 1v)

= τ∗F(w,σ)(v, 1v)

= F(w,σ)(v, τ),

从而 Fθ|w = F(w,σ)。这说明 Fθ 为层。（注：这一点涉及到“层的黏合”，glueing of sheaves，需要
在前面某讲中补充，读者可参见 Stacks Project Lemma 7.26.6。）
反之，设 F ∈ Sh(C/S)。对 ∀(w, σ) ∈ C/S，有限制 Sh(C/S) → Sh(C/w)。由此我们构造

θ̃ : C/S → Sh/C 使得 θ̃(w, σ) = F|w。在态射上的构造也是类似。可以验证 θ̃ 是一个纤维范畴态射。
直接计算说明前面两个构造提供了范畴等价 (Sh/C)(S) ' Sh(C/S)。
最后，对于 S ∈ J (x)，考虑自然函子 (Sh/C)(x) → (Sh/C)(S)。由上可知，该函子可改写为

Sh(C/x) → Sh(C/S)。但它恰由 Sh(C/x) ' Sh(C/hax)
∼= Sh(C/Sa) ' Sh(C/S) 给出，是范畴等

价。

上述讨论可以一般化为讨论赋环座 (C,R) 上的模叠形 Mod-R 构造。
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11 第十一讲

设 C = (C,J ) 为座且 F 为 C 上纤维范畴。我们已指出纤维范畴是广义的预层，而叠形是广
义的层。对比层化构造，我们期望从纤维范畴自然产生一个叠形，且具有良好性质。记 St(C) 为 C
上叠形的 2-范畴，它是 Fib(C) 的 2-子范畴。若 F 和 F ′ 是 C 上叠形，我们用

HomC(F ,F ′) = HomC(F ,F ′)

表示态射范畴。我们根据角标来判断相关态射属于何种范畴。

11.1 2-纤维积

为了进一步介绍叠形理论，2-范畴相关构造似乎无法避免。这部分内容可能需要提前到纤维范
畴部分引入。

定义 11.1.1

设 C 为范畴。记 Cat(C) 为 C 上范畴构成的 2-范畴，其构造如下
1. 对象是C 上范畴，即三元组 pF : F → C，
2. 1-态射由满足以下交换图的函子 φ : F → G 提供

F

pF
��?

??
??

??
?

ϕ // G

pG
����
��
��
�

C

3. 对于 φ, ψ : F → G，2-态射 Θ : φ→ ψ 为满足 pG(Θξ) = IdpF (ξ) 的自然变换，∀ξ ∈ F。

以上 2-范畴包含了我们前面引入的 Fib(C)，St(C) 和即将定义的 Fibs(C) 等。当 C = • 时，
Cat(•) = Cat。对于 C 上范畴 F，我们已经能够定义其纤维F(x)，∀x ∈ ObC。
为便于陈述，我们给出一个技术构造，叫做 2-纤维积（2-fibre product）。

引理 11.1.2: 构造

设 F、G 和 H 都是 C 上范畴，且有 C 上范畴态射 φ : F → H 和 ψ : G → H。则2-纤维
积F ×H G 存在。
对于 ∀x ∈ ObC，

(F ×H G)(x) = F(x)×H(x) G(x).

证明. 我们构造范畴 F ×H G 如下：它的对象形如 {(x, ξ, η, f)}，其中 x ∈ ObC, ξ ∈ F(x), η ∈ G(x)
且有同构

f : φ(ξ)→ ψ(η) ∈ MorH(x).

两个对象间的态射
(α, β) : (x1, ξ1, η1, f1)→ (x2, ξ2, η2, f2)

由两个态射 α : ξ1 → ξ2 和 β : η1 → η2 组成，满足
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1. pF(α) = pG(β) : x1 → x2，及
2. 以下交换图

φ(ξ1)
f1 //

ϕ(α)

��

ψ(η1)

ψ(β)

��
φ(ξ2)

f2

// ψ(η2).

易见有自然投影函子 p1 : F×HG → F 和 p2 : F×HG → G，使得 Θ : pFp1 → pGp2 由 Θ(x,ξ,η,f) = f

给出。这说明 Θ 可逆（即下图满足 2-交换性）

F ×H G //

��

F

��
G // H.

我们容易进一步验证，如有 L 满足同类 2-交换图，则存在唯一态射 L → F ×H G 使下图 2-交换

L

## &&

��

F ×H G //

��

F

��
G // H,

即 F ×H G 具有泛性质，是 2-纤维积。

当 D 是 C 上范畴（即存在函子 D → C），而 F 是 C 上纤维范畴时，我们可以构造 2-纤维积
D ×C F。由于 F 等同于伪函子 ΦF : C ⇝ Cat，所以 D ×C F 对应伪函子 ΦD×CF : D → C ⇝ Cat，
可以看作 ΦF 沿着 D → C 的“限制”。

注解 11.1.3

当 F 是 C 上分裂纤维范畴时，D ×C F 是 D 上分裂纤维范畴。

类似于层把局部同构映到同构，叠形将局部同构映成等价。

命题 11.1.4

设 C 为座，F 为 C 上纤维范畴。仍用 F 记为它到 C∧ 上的延拓。以下等价
1. F 为 C 上叠形；
2. F 的延拓为 C∧ 上叠形（C∧ 上拓扑由 JC 延拓而来，参见第四讲）；
3. 对 C∧ 中任意局部同构 G→ F，自然函子

F(F)→ F(G)

为等价。

证明. 由上一讲的定义，对任意 F ∈ C∧，

F(F) = HomC(C/F,F).

根据定义以及拓扑之间的关系，我们得证。
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在术语上，读者要注意区分“分离（separated）纤维范畴”与“分裂（split）纤维范畴”。

11.2 叠形化

从纤维范畴产生叠形的具体构造方法分为两个基本步骤：首先，将态射预层层化，得到分离纤
维范畴；其次，增加对象使得下降条件均被满足。
由于纤维范畴对应的伪函子一般不能直接层化，所以我们先将纤维范畴转化为分裂纤维范畴

（对应真函子 = 范畴预层）：从任意纤维范畴 F 可构造与之等价的分裂纤维范畴 R(F)。

引理 11.2.1

设 F 为 C 上纤维范畴。则存在分裂纤维范畴 R(F)，并有纤维范畴等价 R(F) '→ F。

证明. 我们定义一个预层 ΦR(F)，并说明它对应的（分裂）纤维范畴等价于 F。令

ΦR(F)(x) = HomC(C/x,F).

对于任意 C 中态射 x→ y，我们有自然函子 C/x→ C/y 以及

HomC(C/y,F)→ HomC(C/x,F).

这产生一个范畴预层，其 Grothendieck 构造 R(F) :=
∫
C ΦR(F) 是 C 上分裂纤维范畴。该范畴中

对象为
{(x, φ)

∣∣ x ∈ ObC, φ ∈ HomC(C/x,F)},

而态射 (α,Θ) : (x, φ) → (y, ψ) 包含一个 C 中态射 α : x → y，以及两个态射 C/x ϕ→ F 和
C/x α◦−→ C/y ψ→ F 之间的自然变换 Θ。从 R(F) 到 C 的投影函子 pR(F) 由到第一个分量的投影给
出。
易见存在纤维范畴态射 R(F)→ F，满足 (x, φ) 7→ φ(x, 1x) 且

(α,Θ) 7→ φ(x, 1x)
Θ(x,1x)→ ψ(x, α)

ψ(α)→ ψ(y, 1y).

根据 2-Yoneda 引理，R(F)→ F 在纤维上总是诱导等价，因而是纤维范畴等价。

从纤维范畴到可裂纤维范畴，相当于从伪函子到函子的变更，使得我们能够应用 Kan 扩张和
层化等工具。

注解 11.2.2

利用
Cat→ Set× Set, C 7→ MorC ×ObC,

将范畴预层看作有代数结构的预层（参见第七讲），进行层化后得到范畴层（包含对象层和态
射层）。虽然范畴层还不是叠形，却因其态射预层均为层，对应一个分离纤维范畴。
为避免混淆，本讲用记号 K(ΦF)（或 K(F)，而非 (ΦF)

a 或 Fa）表示层化。

令 Fib(C) 为 C 上纤维范畴构成的 2-范畴，Fibs(C) 为分裂纤维范畴构成的 2-子范畴（其中态
射保持裂解）。更进一步，上述构造实际上产生一个 2-函子

R : Fib(C)→ Fibs(C).
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该 2-函子是遗忘函子 ι : Fibs(C)→ Fib(C) 的右伴随，即对任意分裂纤维范畴 G，R(F)→ F 诱导
等价

HomC(ι(G),F) ' Homs
C(G,R(F)).

遗忘函子还有一个左伴随，记作
L : Fib(C)→ Fibs(C).

我们描述它的具体构造。给定纤维范畴 F，我们记 CartC(F) 为其中的笛卡尔态射集。这是一个乘
法系，可以用于将 C 上纤维范畴 F 局部化，记为 loc(F) := F [CartC(F)−1]。如果 C 有初始对象 i，
则包含 F(i) ↪→ F 诱导范畴等价 F(i) '→ loc(F)。

引理 11.2.3

上述遗忘函子存在左伴随，即对任意纤维范畴 F 和分裂纤维范畴 G 总有

Homs
C(L(F),G) ' HomC(F , ι(G)).

存在自然纤维范畴态射 F → L(F)，且总为纤维范畴等价。

证明. 我们构造 L(F) 对应的范畴预层 ΦL(F)。对于 x ∈ ObC，考虑下范畴 x\C 以及拉回

x\C ×C F //

��

F

��
x\C // C

令
ΦL(F)(x) = loc(x\C ×C F).

若有 f : x→ y，则由 y\C → x\C 可产生

y\C ×C F → x\C ×C F

从而从泛性质获取局部化范畴之间的函子

ΦL(F)(y)→ ΦL(F)(x)

令 L(F) =
∫
C ΦL(F)，是一个分裂纤维范畴，其对象为

{(x, u)
∣∣ x ∈ ObC, u ∈ loc(x\C ×C F)}.

存在自然函子 F → L(F)，将 ξ ∈ F 映到

(pF(ξ), u), u = ((pF(ξ), 1pF (ξ)), ξ)

由于 x\C 有初始对象 (1x, x)，所以

(x\C ×C F)(1x, x) ' loc(x\C ×C F).

对应地在纤维上 F(x)→ L(F)(x), ∀x，函子表现为

ξ 7→ ((1x, x), ξ)
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总是诱导等价，所以纤维范畴态射 F → L(F) 为等价。
对任意分裂纤维范畴 G，F → L(F) 诱导等价

Homs
C(L(F),G) ' HomC(F , ι(G)).

对任意纤维范畴 F，将 L(F) 看作具有代数结构的预层，并将其层化得到 KL(F)。将其用
等价的分裂纤维范畴 RKL(F) 代替，再将 RKL(F) 看作具有代数结构的预层，并将其层化得到
KRKL(F)。
需要注意的是，对于分裂纤维范畴 F，由于 κ = ηF : F → K(F) 层化为同构，所以 κ 为局部

同构。

命题 11.2.4

设 F 为 C 上分裂纤维范畴。若对任意 F ∈ C∧，以下包含函子

Homs
C(C/F,F) ⊂ HomC(C/F,F),

总是范畴等价，则 K(F) 为叠形。

证明. 只需证明对 C∧ 中任意局部满单态射 φ : G→ F，

K(F)(φ) : K(F)(F)→ K(F)(G)

为等价。由于它总是完全忠实，所以只需验证 K(F)(φ) 为本质满。
从 κ : F → K(F) 为层化的自然函子，可知对任意 ξ ∈ K(F)(G) 存在局部满单态射 S → G 以

及 ζ ∈ F(S)，使得
ξ|K(F)(S)

∼= κS(ζ).

由定义，ζ ∈ HomC(C/S,F)。根据条件，可以假设 ζ ∈ Homs
C(C/S,F)。因此，κS(ζ) ∈ Homs

C(C/S,K(F))。
又因 K(F) 是层，所以 ξ 同构于 Homs

C(C/G,K(F)) 中某个对象。再由同样原因，后者同构于
Homs

C(C/F,K(F)) 中某个对象的像。综上，我们验证了 K(F)(φ) 为本质满。

对任意纤维范畴 F，我们记
Fa := KRKL(F).

首先，从 L(F) 分裂，产生范畴层 KL(F)。再利用 R 获得新的分裂纤维范畴 RKL(F)。因为从 R
的构造，RKL(F) 满足上述结论中的条件，所以 Fa := KRKL(F) 是叠形。
注意，在 RKL(F) 中的对象为 φ ∈ F(x)（前面记成 (x, φ)）。最后一步通过层化补充了对象，

使得 Fa(x) 包含所有下降数据 ξ ∈ F(S)，其中 S ∈ J (x) 取遍所有覆盖筛，以及这些对象之间的
态射。
根据构造以及函子 R,L 和层化的性质，我们得知存在 F → Fa 为以下态射的合成，

F '→ L(F)→ KL(F) '→ RKL(F)→ Fa,

且对任意 C 上叠形 G，上述态射诱导范畴等价

HomC(Fa,G)
'→ HomC(F ,G).

这说明 Fa 在等价意义下唯一。
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定义 11.2.5

我们称 Fa 为 F 的叠形化（stackification of F），或 F 的相伴叠形（stack associated to F）。

以上讨论基于 Giraud 的《Cohomologie non abélienne》。当底范畴存在纤维积的情形下，以上
构造在《Stacks Project》中被更详细地展开描述。正如西班牙加泰罗尼亚地区的传统民俗叠罗汉活
动（Els castells），叠形化依序推进便大功告成。

总而言之，叠形 Fa 的纤维为

ObFa(x) = {ξS
∣∣ S ∈ J (x), ξS ∈ F(S)}

而 ξ ∈ F(x) 对应 ξhx
。对于 ∀ξS , ηR ∈ Fa(x)，

HomFa(x)(ξS , ηR)

=[Homx(ξ|S∩R, η|S∩R)]a(S ∩R).

易见
HomFa(x)(ξhx

, ηhx
) ∼= Homx(ξ, η)

a(hx).

11.3 叠形的函子性

我们在上一讲引入了纤维范畴的拉回和推出。结合叠形化，我们能够进一步定义叠形的拉回和
推出。
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命题 11.3.1

设 C 为座，且 F 和 F ′ 作为 C 上范畴等价。则 F 为 C 上叠形，当且仅当 F ′ 是 C 上叠形。

证明. 设 φ : F → F ′ 和 ψ : F ′ → F 给出 C 上范畴等价。若 α 为 F 中笛卡尔态射，则 φ(α) 必为
F ′ 中笛卡尔态射。由此可见 F 为纤维范畴，当且仅当 F ′ 为纤维范畴。
任取 x ∈ C 和任意 S ∈ J (x)。考虑

HomC(C/x,F) //

ϕ◦−
��

HomC(C/S,F)

ϕ◦−
��

HomC(C/x,F ′) // HomC(C/S,F ′).

则由于垂直函子为等价，所以上方水平函子是等价，当且仅当下方水平函子为等价。

命题 11.3.2

设 α : D → C 为承载座态射 C→ D 的函子。若 F 为 C 上叠形，则 F ×C D 是 D 上叠形，叫
作 F 的推出，记作 α∗(F)。

证明. 首先，F ×C D 是 D 上纤维范畴，其笛卡尔态射为

{(φ, α)
∣∣ φ ∈ MorF是笛卡尔, α ∈ MorD}.

注意，如果 ΦF : C ⇝ Cat 是对应的伪函子，那么 F ×C D 对应 ΦF×CD : D → C ⇝ Cat，即 ΦF 的
限制。不妨设 F 为分裂，则 F ×C D 也分裂。
其次，对于任意 d ∈ ObD 和任意 S ∈ J (d)，自然函子

HomD(D/d,F ×C D)→ HomD(D/S,F ×C D)

根据 2-伴随函子性质可以改写为

HomC(C/α(d),F)→ HomC(C/LKα(S),F)

而后者总是等价（由前可知 LKα(S) ∈ J (α(d))）。得证！

推出保持叠形化 α∗(Fa) ' [α∗(F)]a。

命题 11.3.3

设 α : D → C 为承载座态射 C→ D 的函子。若 G 为 D 上叠形，则 {LKα[L(G)]}a 是 C 上叠
形，叫作 G 的拉回，记作 α∗(G)。

推出与拉回形成一对 2-伴随函子。

定理 11.3.4

设 α : D → C 为承载座态射 C→ D 的函子。若 F 为 C 上叠形，且 G 为 D 上叠形，则有

HomD(G, α∗(F)) ' HomC(α
∗(G),F).
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证明. 不妨设 F 分裂。从伪函子角度看，这就是叠形化和遗忘函子的伴随关系，再加上限制与左
Kan 扩张的伴随关系

HomC(α
∗(G),F)

'HomC(LKαL(G),F)

'HomD(L(G), α∗(F))

=HomD(G, α∗(F))

注意，上述结论给出纤维范畴上的特殊版本。我们不再赘述。

定理 11.3.5

设 α : D → C 为承载座态射 C→ D 的函子。若 G 和 H 为 D 上叠形，则
1. G → α∗α

∗(G) 为等价；
2. α∗ 诱导等价

HomD(G,H) ' HomC(α
∗(G), α∗(H)).

证明. 第一点本质上来自 Kan 扩张的性质，而第二点从第一点推出。

同样，它也提供一个纤维范畴的特殊版本。

11.4 叠形的局部化

我们将上一节结论应用到切片范畴上 jx : C/x→ C.

引理 11.4.1

jx : C/x→ C 是一个叠形当且仅当 hx 为层。

证明. 由定义可得。

我们给出两个基本构造。

引理 11.4.2

设 C 为座，x ∈ ObC 且 C/x 赋予诱导拓扑。若 hx 是层且 F → C/x 为叠形，则合成 F → C
也是叠形。

证明. 从第九讲可知，F → C 是纤维范畴。不妨设 F → C/x 分裂，对应函子 ΦxF。则其拉回 j∗x(F)
是 C 上叠形。根据第六讲中关于 LKjx 的计算，对任意 y ∈ ObC，我们得到

LKjx(Φ
x
F)(y) =

∐
f :y→x

ΦxF(y, f),

恰好是 F(y)。
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引理 11.4.3

若 F → C 和 C/x→ C 均为 C 上叠形，且存在叠形态射 F → C/x，则 F → C/x 是 C/x 上叠
形。

证明. 考虑推出 (jx)∗(F) = C/x×C F。根据条件有下图

F

$$ &&

  

C/x×C F //

��

F

��
C/x // C

.

从 2-纤维积的泛性质可知 F ' C/x×C F 是 C/x 上叠形。

综合上述两个结论，我们得到以下刻画。

命题 11.4.4

设 C 为座，x ∈ ObC 且 hx 是层。则 St(C/x) 等价于以下 2-范畴

{(F , φ)
∣∣ F ∈ St(C), φ ∈ HomC(F , C/x)}.

11.5 比较引理

最后我们陈述 Giraud 比较引理的叠形版本。

定理 11.5.1

假设座态射 α : D→ C 诱导拓扑斯等价 D∼ → C∼，则
1. 对于 F ,F ′ ∈ St(C)，总有范畴等价

HomC(F ,F ′) ' HomD(α
∗(F), α∗(F ′)),

2. 对于 G,G′ ∈ St(D)，总有范畴等价

HomD(G,G′) ' HomC(α∗(G), α∗(G′)),

3. 对于 F ∈ St(C)，总有叠形等价 F ' α∗α
∗(F)，

4. 对于 G ∈ St(D)，总有叠形等价 G ' α∗α∗(G).

本质上，它说明在 C 上定义一个叠形，相当于在 C∼ 上定义一个叠形。


