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引言

作者在 2019-2020 年春季学期开设的《同伦与同调》课程中，首次讲授经典层论，主要参考
Tennison 的讲义《Sheaf Theory》以及 Mac Lane 和 Moerdijk 的专著《Sheaves in Geometry and
Logic》。在后续课程中，内容陆续扩展到 Grothendieck 层论、高阶范畴论初步。本系列课程聚焦
同伦与同调方法在群表示中的应用，因此在适当展现几何与拓扑背景的基础上，尽量突出范畴论与
同调代数方法。
授课期间，感谢李杰、熊腾飞、吴马威、郑晨佑等同学积极参与，提供建议并协助制作 LaTex代

码。由于作者原因，这部分内容虽然最先成稿，但是最晚呈现在WeMath上。尽管它与 Grothendieck
层论部分讲义相对独立，不影响后者阅读，但是了解经典情形有助于理解一般理论。
课程以经典的范畴论和同调代数知识为基础，如 Mac Lane 的《Categories for the Working

Mathematician》（第二版，第 1-10章）和 Rotman的《An Introduction to Homological Algebra》（第
二版）的主体内容。讲义所有内容均包含在经典著作中。
国内出版的层论相关中文教材有高等教育出版社现代数学基础丛书第 82 卷《代数基础：模、

范畴、同调代数与层》（陈志杰著）和第 97 卷《Topos 理论》（黎景辉著），以及同济大学出版社的
《层论及其上同调理论》（陈志杰著）。后者成书最早，涵盖经典层论入门知识，不假设范畴论基础，
可读性强但已难以购买。《代数基础》面向数学专业高年级学生和研究生，分为四章，最后一章介
绍经典层论基本概念，可以作为同济版图书的前置知识并提供部分术语的现代表述。陈先生这两本
书专注阿贝尔层与模层，而黎先生的书面向更一般的集合层，即拓扑斯（topos，其中的阿贝尔对象
即阿贝尔层）。正如其标题所示，《Topos 理论》从范畴论角度将拓扑斯作为广义空间进行介绍。粗
略而言，其内容大体平行于同济教材，将拓扑空间替换升级为拓扑斯。为突出当前进展，并衔接理
论和应用，此书叙事相对宏观。
本讲义含经典层论、Grothendieck 层论、高阶范畴初步三个模块，以中间模块为主。经典层论

内容相对直观，讲义在回顾过程中，一方面着眼于为后续内容做铺垫，另一方面期望适当弥补上述
著作较少涉及的拓扑板块内容（后者有助于对高阶范畴理论的接受和理解）。Grothendieck 层论部
分尽量展示其主体框架，通过提供若干计算实例帮助读者理解。以此为基础，内容自然过渡到 2-范
畴乃至高阶范畴理论基础。作者希望这样的编排有助于了解高阶范畴的产生必然性和问题导向性。
从这一角度看，本讲义有望填补陈先生和黎先生教材未涉及的部分中文资料空白。
感谢北京师范大学胡维教授允许作者使用其 WeMath 平台，并尽心排版，使得讲义能够电子

化。受限于个人知识水平、写作能力和理解角度，所以文中不可避免含有不少错漏和谬误之处，敬
请读者批评指正！
邮箱: fxu@stu.edu.cn。
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1 第一讲

1.1 层论起源

Leray 和 Schauder（1934 年）在水动力方程研究中使用了拓扑方法。二战中被俘后，Leray
（1940-1944 年）在纳粹集中营开办了一所大学，讲授代数拓扑并涉及到上同调群的计算。在此过程
中，他发明了层和谱序列的概念，战后陆续发表一系列工作。随后在 Cartan 的讨论班中（1950 年
代），Lazard 给出层的一个等价定义，利用平展空间来描述层。很快，Serre（1955 年）成功地将层
和谱序列应用于代数几何、代数拓扑；Grothendieck（1957 年）为研究 Weil 猜想，将经典层论从
拓扑空间推广到范畴上的 Grothendieck 层论（以及更加一般的叠形理论）。

1.2 拓扑空间上的层

设 (X, T )为拓扑空间。则 X 的开集通过包含关系构成偏序集 PX。它作为一个范畴，对象（或
元素）为开集 U ∈ T；同时，从 V 到 U 存在态射当且仅当 V ⊆ U。

定义 1.1

给定拓扑空间 (X, T )，其上的一个集合预层（presheaf of sets）是一个反变函子 F : PX → Set。
若将目标范畴 Set 换成 Ab,Rng,Mod-R，则相应的反变函子也称作阿贝尔预层、环预层、

R-模预层等。

今后在不易产生误解的情况下，我们统一简称这类函子为预层。空间上有很多有意思的代数结
构都形成预层。

例 1.2

1. 令 X = S1，带有 R2 中欧氏拓扑。设 f : S1 → R 为连续函数，并在每个开集 U ⊂ S1

上获得 f 的限制 f |U : U → R。由此可定义预层 F，使得 F(U) = {f |U}。
2. 若对任意开子集 U ⊂ S1，令 G(U) = {U上所有连续函数}，那么 G 也是 S1 上的一
个预层。

在一定程度上，预层是以 C 为指标范畴，将特定集合有机组织在一起的工具。

注解 1.3

1. 常记 F(V → U) 为 rU,V : F(U) → F(V )，叫做限制。若 s ∈ F(U)，常记 s|V =

rU,V (s) = F(V → U)(s)。
2. 空间 X 上所有预层以及它们之间的自然变换，构成函子范畴或预层范畴PSh(X) =

PSh(PX) := SetP
op
X 。

在预层定义中，空间的拓扑与预层的结构关联不够紧密。能够更好反映拓扑结构的预层叫做
层。换而言之，层是满足“T -黏合条件”的预层。

定义 1.4

设 (X, T ) 为拓扑空间，F 为其上一个预层。假设它满足
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1. (黏合存在性) 对任意开集 U，任意开覆盖 U =
⋃
αVα，若有 {sα ∈ F(Vα)}α 使得

sα|Vα∩Vβ
= sβ|Vα∩Vβ

�

则存在 s ∈ F(U)，满足 s|Vα
= sα；以及

2. (黏合唯一性) 对任意 s, t ∈ F(U) 满足条件 s|Vα
= t|Vα

, ∀α，那么必有 s = t，
则称 F 为 X 上的一个（T -）层（sheaf）。

利用范畴论语言，我们能够简化层的定义并在今后予以推广。为此我们首先回顾一个范畴论构
造。

定义 1.5

设范畴 C 中有两个态射 X
f→ Y 及 X

g→ Y。若存在态射 W
h→ X 使得

W
h→ X

f

⇒
g
Y · · · · · · (∗)

正合，即 fh = gh，且满足以下泛性质（universal property）

W
h // X

f //
g

// Y

W ′

∃!

OO

h′

==||||||||

其中 fh′ = gh′，则称 h 为 f, g 的等化子（equalizer）。此时也称 (∗) 为一个等化子序列。

等化子的概念可用来改写层的定义（实际上，等化子是范畴 • ⇒ • 上取值在 C 中的函子的极
限）。

定义 1.6

设 F 为 X 上预层。则 F 为层当且仅当对任意开集 U 以及它的任意开覆盖 U =
⋃
αVα，以下

为等化子序列

F(U) // ∏
α

F(Vα)
ρ1 //
ρ2

//
∏
α,β

F(Vα ∩ Vβ) .

其中态射均由自然限制提供。

从定义我们容易推出预层范畴中的终对象总是层，记作 F•。预层范畴 PSh(X) 中的所有层构
成的满子范畴叫做 X = (X, T ) 上的层范畴，记为 Sh(X) = Sh(X, T ) 或 Sh(PX)。由上可知，它至
少包含一个对象 F•。
我们还可以从定义推出层的另一个基本性质。

注解 1.7

设 F 为层。由上述序列的正合性，应用在 ∅ 的覆盖上可得 F(∅) = 1（1 为单点集）。

常数预层和常数层是常用的概念。
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例 1.8: 常数预层与常数层

若 A 为给定集合。可定义 X 上预层 FA 满足 FA(U) ≡ A，而限制为恒等映射。我们称 FA

为常数预层（constant presheaf）。
若预层 G 使得 G(U) =

∏
π0(U)A（π0(U) 为 U 的连通分支数），而限制为自然映射，则

G 为层，称为常数层（constant sheaf）。

类似于函子的子函子，我们可以考虑层的子对象。

定义 1.9

设 F 为 X 上的层而 F′ 为 F 的子函子。若 F′ 也是层，则称之为 F 的一个子层（subsheaf）。

以下是子层的一个刻画。

命题 1.10

若 F 为 X 上的层而 F′ 为子函子，那么 F′ 是子层当且仅当对每个开集 U 和 s ∈ F(U)，以及
任意开覆盖 U =

⋃
α

Vα，有 s ∈ F′(U) ⇐⇒ s|Vα
∈ F′(Vα), ∀α。

证明.“⇒”由层的定义可得。
“⇐”从以下交换图

F′(U)
_�

��

// ∏
α

F′(Vα)
_�

��

////
∏
α,β

F′(Vα ∩ Vβ)
_�

��
F(U) // ∏

α

F(Vα)
////
∏
α,β

F(Vα ∩ Vβ)

我们可以获得结论。

连续映射用来比较两个空间，也能够建立两个空间上层范畴间的联系。

定义 1.11

设 f : X → Y 为连续，则有函子

f̃ : PY → PX , V 7→ f−1(V ).

它进一步诱导正像函子（direct image）f∗ : Sh(X)→ Sh(Y ) 使得

[f∗(F)](V ) := F(f−1(V )).

此时 f∗(F) 叫做 F 的正像。

需要说明的是，从 Y 中开覆盖 V = ∪αVα 产生 X 中覆盖 f−1(V ) = ∪αf−1(Vα)，可以验证
f∗(F) 是层。进一步可以看出 f∗ 确实是一个函子。
显然若 f 为同胚，则 f̃ 为同构且 f∗ 成为范畴等价。
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注解 1.12: 局部化

若 U 为 X 中开集，那么 X 上的预层 F 限制到 U 上（沿着包含函子 PU ↪→ PX）。易验证当
F 为层时，F|U 是 U 上的层。

反过来，如果空间 X 上存在一个开覆盖，则每个开覆盖上的层可能通过恰当方式黏合产生 X

上的层。

定理 1.13

设 X 有开覆盖 {Wα}α，且对 ∀α，存在层 Fα ∈ Sh(Wα) 满足 Fα|Wα∩Wβ
= Fβ|Wα∩Wβ

, ∀α, β。
则存在 X 上的层 F，在同构意义下唯一，使得 F|Wα

∼= Fα，且与以上等式相匹配。

证明. 若这样的层 F 存在，则对任意开集 U 以及其覆盖 {U ∩Wα}α 应有

F(U) // ∏
α

F(U ∩Wα)
// //
∏
α,β

F(U ∩Wα ∩Wβ)

且 F(U ∩Wα) = Fα(U ∩Wα)，并有

Fα(U ∩Wα ∩Wβ) = Fβ(U ∩Wα ∩Wβ).

受此启发，部分下角标可忽略，并定义 F(U) 为∏
α

F(U ∩Wα)
// //
∏
α,β

F(U ∩Wα ∩Wβ)

的等化子。
若 V ⊂ U，由交换图

F(U)

��

// ∏
α

F(U ∩Wα)

� �

////
∏
α,β

F(U ∩Wα ∩Wβ)

��
F(V ) // ∏

α

F(V ∩Wα)
// //
∏
α,β

F(V ∩Wα ∩Wβ)

及等化子的泛性质可构造出 F(U)→ F(V )（熟悉范畴论的读者可以直接使用极限的性质）。进一步
可说明 F 是一个函子。
最后验证它是一个层：设 U =

⋃
µUµ 为开覆盖。则有交换图

F(U)

��

// ∏
α

F(U ∩Wα)

� �

////
∏
α,β

F(U ∩Wα ∩Wβ)

��∏
µ

(F(Uµ)) //

����

∏
µ

(
∏
α

F(Uµ ∩Wα))
////

����

∏
µ

(
∏
α,β

F(Uµ ∩Wα ∩Wβ))

����∏
µ,γ

(F(Uµ ∩ Uγ)) // ∏
µ,γ

(
∏
α

F(Uµ ∩ Uγ ∩Wα))
////
∏
µ,γ

(
∏
α,β

F(Uµ ∩ Uγ ∩Wα ∩Wβ))

注意水平和垂直方向都是等化子序列（如 {Uµ ∩Wα}µ 是 U ∩Wα 的开覆盖）！
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注解 1.14

以上结论是一种从局部构造黏合获得整体构造的方法。下面再给出另一种方法。

令 (X, T ) 为拓扑空间，B 为 T 的一个拓扑基，由此产生 PX 的一个子偏序集 BX。定义 BX
上的预层为反变函子 BX → Set。又设 B 在有限交下封闭。于是可利用定义 1.6，将满足对应条件
的预层称为“BX 上的层”。

命题 1.15

根据以上设定，
Sh(X) = Sh(PX) ' Sh(BX).

证明. 由 BX ↪→ PX，我们得到限制函子（通过函子合成产生）

r : Sh(PX)→ Sh(BX).

若 U 为 X 中开集（即 U ∈ PX）且 U =
⋃
α Uα。由拓扑基的性质可知每个 Uα =

⋃
µ Uαµ 而

Uαµ ∈ BX。对 F′ ∈ Sh(BX)，定义 F′(Uα) 为如下等化子

F′(Uα) // ∏
µ

F′(Uαµ)
////
∏
µ,γ

F′(Uαµ ∩ Uαγ)

注意，Uα 的不同覆盖给出同构的 F′(Uα)。在此基础上进一步利用 F′(Uα) 和同样的技巧可定义
F′(U), ∀U ∈ PX。由泛性质可见 V → U 将给出 F′(U)→ F′(V )，即 F′ 为预层。进一步可证 F′ 必
为层。由此我们构造出另一函子

e : Sh(BX)→ Sh(PX),

它与 r 互为拟逆（quasi-inverse）。

1.3 筛与层

为了便于课程中期向 Grothendieck层论过渡，我们用筛的语言重整层的定义。对于初学者，这
节内容可以粗看一遍，跳过细节。
假设 X 为拓扑空间且 PX 是其开集偏序集（一个范畴）。若 U 为一开集，即 U ∈ PX，则它

的一个开覆盖 U = ∪αVα 提供的一个子偏序集，其中元素（即对象）为所有 Vα。
开集 U 最大的开覆盖包含其所有开子集，直观上看恰好等同于 PX 中所有终点为 U 的包含映

射（即态射）集合，而后者又可等同于可表函子hU := HomPX
(−, U)：

HomPX
(V, U) =

{
V ⊆ U, 当V为U的子集;

∅, 否则。

这是 Yoneda 嵌入 PX ↪→ PSh(X) = SetP
op
X 的一个直接应用。

对于 U 的其它开覆盖，一般不能直接用函子的语言表述。为此，我们用每个开覆盖生成一个新
的开覆盖：在给定开覆盖基础上，添加其所有元素的所有开子集。我们将说明：这是一类特殊的开
覆盖，能够等同于函子；同时从层的构造角度看，这部分开覆盖已经足够。我们使用一个专门术语
“筛”来描述这类开覆盖：为了便于今后讨论我们给出了一般定义，但是在本节我们只关注 C = PX
的情形。



1 第一讲 9

定义 1.16

设 C 为范畴且 U ∈ C 为对象。则 U 上的一个筛是一些以 U 为终点的态射之集合 S，满足条
件：若 f ∈ S 且 fh 存在，则 fh ∈ S。

直观上有以下关于筛 S 的示意图：

. . .

!!D
DD

DD
DD

D

W
h // V

f // U

. . .

==zzzzzzzzz

按照上方描述，由开集 U ∈ PX 生成的筛恰好是 HomPX
(−, U)（在此情形中，每个态射都是

一个包含映射）。

引理 1.17

一般地，U 上的筛与 HomC(−, U) 的子函子一一对应。

证明. 我们分三个步骤进行证明。首先，设 F 为 HomC(−, U) 子函子。令

SF = {f
∣∣ f : V → U且f ∈ F(V )}.

我们验证它是一个 U 上的筛。设 h :W → V 为 C 中的态射。要证 fh ∈ SF。从 F 为 HomC(−, U)

的子函子可知，限制 F(h) 由合成 − ◦ h 得到，并且我们有以下自然变换给出的交换图，即

f

∈

F(V )

F(h)

��

incl.// HomC(V, U)

−◦h
��

F(W )
incl.

// HomC(W,U)

fh

∈

这说明 fh ∈ F(W ) 从而 fh ∈ SF。
其次，设 S 为 U 上的筛。我们定义 FS(V ) = {f

∣∣ f : V → U且f ∈ S} 为 HomC(V, U) 的子
集。根据定义可验证这些 {F(V )}V ∈C 给出 HomC(−, U) 的一个子函子。
最后直接验证以上构造互逆！

为了行文方便，我们今后将不区分筛的态射集或函子属性，读者请根据上下文自行判断。
我们回到 C = PX 的情况。

定义 1.18
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设 S 为 U ∈ PX 上的筛，若
U =

⋃
f∈S

Im f,

则称 S 为 U 的一个覆盖筛。

下方命题指出，覆盖筛（即特定类型的开覆盖）已经足以判定一个预层是否为层。对于一般的
范畴，此概念缺乏直观意义（除非借助 Yoneda 嵌入，在预层范畴中展现）。因此，如何在一般范畴
中定义一个筛是覆盖筛，需要专门研究，而这就是 Grothendieck 层论的第一步（见层论导引第一
讲）。

命题 1.19

令 F 为 (X, T ) 上的预层。则 F 为层，当且仅当，对 ∀U ∈ PX，∀ 开覆盖 U =
⋃
α Vα 以及

{Vα}α 产生的覆盖筛 S，包含 S
iS
↪→ hU 诱导产生的集合映射 i∗S

F(U)
Yoneda∼= Nat(hU ,F)

i∗S→ Nat(S,F)

为 1-1 对应。

证明. 对于开覆盖 U =
⋃
α Vα，考虑等化子序列

E
d→
∏
γ

F(Vγ) ⇒
∏
α,β

F(Vα ∩ Vβ).

由于 d 必为单射，所以可设等化子 E 为
∏
γ F(Vγ) 的子集。若 {eγ}γ ∈ E，则 eγ ∈ F(Vγ) 且

eα|Vα∩Vβ
= eβ|Vα∩Vβ

。根据等化子的泛性质，存在自然映射 c : F(U)→ E 使得 e = dc。
现在考虑开覆盖

⋃
α Vα 生成的覆盖筛 S。显然 S = {V |V ⊂ Vα为开子集，∀α}，相应的等化

子序列如下

E′ d′→
∏
V ∈S

F(V ) ⇒
∏

V,W∈S

F(V ∩W ).

首先，我们证明 E 同构于 E′。为此我们将两个等化子序列摆称两列。中间水平方向的映射，
从左往右是投影，从右往左利用限制映射（注意：不依赖于包含映射 V → Vγ 的选取）。下方水平
映射也是类似构造。

E′

d′

��

E

d

��∏
V ∈S F(V )

��� �

// ∏
γ F(Vγ)

� ���

oo

∏
V,W∈S F(V ∩W ) // ∏

α,β F(Vα ∩ Vβ)oo

因此，我们根据泛性质获得两个映射 E′ → E 和 E → E′，并进一步得知它们必然互逆。
其次，可证 E′ ∼= Nat(S,F)：若 {eγ |V }V ∈S ∈ E′，则定义自然变换 θ : S → F 使得

θV (V ↪→ Vγ) = eγ |V
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（这与 Vγ 选取无关！）。易证这提供所需 1-1 映射。
最后，构造下方交换图，左列为等化子序列：

Nat(S,F)

d′′

��

Nat(hU ,F)
i∗Soo

∼=
��∏

V ∈S F(V )

����

F(U)e
oo

∏
V,W∈S F(V ∩W )

其中，对 θ : S → F，d′′(θ) = {θ(V → U)}V，而 e 来自自然的限制。基于定义及上述讨论，F 为
层, 当且仅当对任意 U 和它的任意开覆盖，(F(U), e) ∼= (E, d) 为等化子，当且仅当对任意 U 和它
的任意覆盖筛 S，i∗S 为同构。

对 F = hU 应用上述命题，可得以下结论。

推论 1.20

对任意 U ∈ PX，hU 为层。
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2 第二讲

空间上的集合层对应着某种覆盖空间，涵盖丰富的拓扑信息。这是 Lazard 从同伦论角度对层
的等价刻画，对层论的发展起到至关重要的作用。在随后的 Grothendieck 层论中，产生了取值为
范畴的“层”，即伪函子，对应着范畴覆盖的概念，即纤维范畴或 Grothendieck 构造。这些概念引
领了高阶范畴理论的发展。

2.1 丛与截面层

定义 2.1

设 F 为 X 上预层且 x ∈ X。令 Px ⊂ PX 为由 x 的开邻域所构成的子偏序集，称

Fx = lim−→Px
F

为 F 在点 x 处的茎（stalk）。

利用极限的等价定义，以上概念存在相对具体的刻画。

注解 2.2

令 U ∈ Px，s ∈ F(U)。考虑集合

{(U, s)
∣∣ U ∈ Px, s ∈ F(U)}

并在其上引入一个等价关系：(U, s) ∼ (V, t) ⇐⇒ 存在W ∈ Px,W ⊂ U ∩V，使得 s|W = t|W。
每个 (U, s) 的等价类代表 F 在点 x 的芽（germ），而

Fx ∼= {(U, s)
∣∣ U ∈ Px, s ∈ F(U)}/ ∼ .

利用茎和芽，我们可以构造一个拓扑空间，用于“覆盖”X。

定义 2.3

设 F 为 X 上预层。我们定义集合
ΛF :=

∐
x∈X

Fx,

以及一个投射 p : ΛF → X（将 Fx 映到 x）。我们在 ΛF 上引入使得 p 连续的最小拓扑。此时，
我们称 ΛF 为 F 的全空间。

上述构造产生一个丛。

定义 2.4

设 X 和 Y 为拓扑空间。若 p : Y → X 为连续映射，则称三元组为X 上的丛（bundle，或X
上空间）。
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称 X 为底空间。对 x ∈ X，称 p−1(x) 为 Y 在 x 上的纤维。

以下为关于丛的一些基本性质。本讲将探讨层与丛之间的联系。

注解 2.5

1. 从 Y =
⋃
x∈X p

−1(x) 看，其上的拓扑将纤维“黏结”起来。
2. 考虑拓扑空间范畴 T op。则X 上范畴T op/X（也叫切片范畴）中的对象恰为 X 上的
丛。它们之间的态射叫作 X 上丛的态射

Y ′ f //

p∗   A
AA

AA
AA

A Y

p~~~~
~~
~~
~~

X

今后我们记 BundX := T op/X。
3. 我们获得一个函子

Λ? : PSh(X)→ BundX.

再不需要特别强调 p 的情况下，我们有时也简称 Y 为 X 上的丛。

定义 2.6

给定丛 p : Y → X。若 s : X → Y 连续且 ps = 1，则称 s 为 p 的一个截面（cross-section）。

设 U ⊂ X 为开集。则 p 诱导 pU : p−1(U)→ U，为 U 上的丛。实际上，这可以通过一个拉回
来实现

p−1(U)

pU

��

incl. // Y

p

��
U

inlc.
// X

若 s为 pU 的一个截面（也叫p在 U 上的截面），则有 pUs = 1，也可写成一个包含 pUs : U → Y → X。

定义 2.7

设 p : Y → X 为 X 上的丛。对任意开集 U，令

Γp(U) = {s
∣∣ s : U → Y, ps = incl. : U → X}.

则对 ∀V ⊂ U，存在自然的限制映射

Γp(U)→ Γp(V )

使得 Γp 为 X 上的预层。

根据定义我们立即得出以下结论。
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命题 2.8

上述预层 Γp 为层，叫作丛的截面层。

证明. 任取开集 U 及其任意开覆盖 U = ∪αVα。令 {sα ∈ Γp(Vα)}α 为一族截面，满足

sα|Vα∩Vβ
= sβ|Vα∩Vβ

, ∀α, β.

可直接构造映射 s : U → X 使得 s|Vα
= sα，并由此可验证 s 是 pU 的一个截面。从构造可以看出，

在给定条件下，s 不仅存在且唯一。

注解 2.9

1. 今后常记 ΓY = Γ(Y, p) = Γp。
2. 以上构造实际上产生函子

Γ : BundX → Sh(X) ↪→ PSh(X).

已知对于 X 上任意预层 F 可以构造 X 上的丛

p : ΛF → X

使得 ΛF =
∐
x∈X Fx 且 p 为自然的满射（p−1(x) = Fx）。全空间 ΛF 上赋予了使得 p 连续的最小

拓扑，我们刻画如下：对每个 X 中开集 U 和任意 s ∈ F(U)，定义映射 ṡ : U → ΛF 使得

ṡ(x) = germx(s), ∀x ∈ U,

即 (U, s) 决定的点 x 的芽。易见 pṡ 为 U 到 X 的包含映射。令

B = {ṡ(U)
∣∣ s ∈ F(U),开集U ⊂ X}.

用它（作为拓扑基）生成 ΛF 上的拓扑。因 p−1(U) =
⋃
s∈F(U) ṡ(U)，所以 p 连续。同时，ṡ 为开

映射、单射（若 ṡ(x) = ṡ(y)，则 pṡ(x) = pṡ(y)，即 x = y）且连续（p : ΛF → X 为局部同胚）。特
别地，ṡ 为 p 在 U 上的截面。
若 F 为 X 上的预层，则丛 p : ΛF → X 产生截面层 Γp = ΓΛF。实际上，我们有函子

Λ : PSh(X)→ BundX,F 7→ ΛF

对于 X 的任意开集 U，由 s 7→ ṡ 给出映射

ηU : F(U)→ ΓΛF(U) = {q
∣∣ q : U → ΛF且pq = incl.}

提供一个自然变换
η : F→ ΓΛF.
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定理 2.10

若 F 为层，则 η : F→ ΓΛF 为自然同构。于是每个层均为截面层。

证明. 我们要证，对任意开集 U ⊂ X，ηU 为同构。
首先，ηU 为单射：若 ṡ(x) = ṡ(y)，那么对 ∀x ∈ U 有 germxs = germxt，即存在 x 的开邻域

Vx ⊂ U 使得 s|Vx
= t|Vx

。由于 {Vx}x∈U 是 U 的一个开覆盖，而 F 为层，所以 s = t。
其次，ηU 为满射：设 h : U → ΛF 为 ΓΛF(U) 中元素。那么对 ∀x ∈ U 存在 x 的开邻域 Ux 以

及 sx ∈ F(Ux) 使得 h(x) = germxs
x。由于 ṡx(Ux) 为开集且 h 连续，所以存在 x 的开邻域 Vx 使

得 h(Vx) ⊂ ṡx(Ux)。因为 Vx ⊂ Ux ⊂ U，所以 {Vx}x∈U 是 U 的一个开覆盖。
若 y ∈ Vx，则 h(y) ∈ ṡx(Ux)，即存在 z ∈ Ux 使得 h(y) = ṡx(z)。于是由 ph(y) = pṡx(z) 可得

y = z，即 h(y) = ṡx(y)。
对 ∀x ∈ U，有 sx|Vx

∈ F(Vx)。在 Vx∩Vy 上，有 ṡx|Vx∩Vy
= h|Vx∩Vy

= ṡy|Vx∩Vy
。于是 ∀z ∈ Vx∩Vy

有 ṡx(z) = ṡy(z)，即
germzs

x = germzs
y,

从而 sx|Vx∩Vy
= sy|Vx∩Vy

。因此存在 s ∈ F(U)，满足 s|Vx
= sx|Vx

。综上可知，对任意 x ∈ U，总有

h(x) = germxs
x = germxs = ṡ(x),

即 h = ṡ = ηU (s)。

在下一节里继续对两个函子 Λ 和 Γ 进一步讨论之前，我们借上述中间成果，给出层化构造。

定理 2.11

对任意预层 F，ηF : F→ ΓΛF 具有泛性质，也就是说，若有层 F′ 以及预层态射 θ : F→ F′，则
存在唯一态射 σ : ΓΛF → F′ 使得下图交换

F
ηF //

θ

⟳

  A
AA

AA
AA

A ΓΛF

∃!σ
��

ΓΛθ

""F
FF

FF
FF

F

(σ·ηF=θ)

F′ ∼=
ηF′

// ΓΛF′

证明. 由于 ηF′ : F′ → ΓΛF′ 为自然同构，所以我们定义 σ = η−1
F′ ΓΛθ。显然 σ 使上图交换。下证 σ

唯一。假设有 τ : ΓΛF → F′ 也满足上述交换图。由 σ · ηF = τ · ηF，需验证 σ = τ。令 U 为 X 的
开集且 h ∈ ΓΛF(U)。对 ∀x ∈ U，存在邻域 Vx 以及 sx ∈ F(Vx)，使得 h(x) = germxs

x。从前面定
理的证明中可知我们能取 Vx 足够小，使得 h|Vx

= ṡx = ηVx
(sx)。因此

σU (h)|Vx
= σU (h|Vx

) = σ · ηVx
(sx) = τ · ηVx

(sx) = τU (h)|Vx
。

由于 Vx 是 U 的开覆盖，所以 σU (h) = τU (h)。从 h 的任意性可得 σU = τU , ∀U，即 σ = τ。

推论 2.12

包含函子（或遗忘函子）Sh(X) ↪→ PSh(X) 存在左伴随 (−)#，即

HomSh(X)(F
#,F′) ∼= HomPSh(X)(F,F

′),
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对 ∀F ∈ PSh(X)，F′ ∈ Sh(X) 成立。此处 F# := ΓΛF。

定义 2.13

对任意预层 F ∈ PSh(X)，F# ∈ Sh(X) 叫作 F 的层化（sheafification 或 sheaf associated to
F）。

给定预层 F 和层 F′，根据上述推论可知，任意预层态射 φ : F → F′ 唯一对应一个层态射
ψ : F# → F′ 且 φ 通过 ψ 分解为 φ = ψη。

2.2 层与平展丛

定义 2.14

设 p : E → X 为丛。如果 p 为局部同胚，即对任意 e ∈ E 存在开邻域 V 使得 p(V ) 为 X 中
开集且 p|V 为同胚，则称之为平展丛（étale bundle）。

由上方描述可知，当 F 为层，ΛF 为平展丛。

注解 2.15

如果 p : E → X 为平展且 U ⊂ X 为开集，那么拉回 pU 也是平展

EU

pU

��

// E

p

��
U

s

==

inlc.
// X

命题 2.16

对平展丛 p : E → X，p 及其截面均为开映射。对每个 e ∈ E 至少存在一个截面 s : U → E

使得 e ∈ s(U)。所有截面的像构成 E 的一个拓扑基。如果 s 与 t 为两个截面，则 W = {x ∈
U

∣∣ s(x) = t(x)} 为开集。

证明. 由定义直接可得。

现在我们陈述本讲主要定理。

定理 2.17

对于拓扑空间 X，存在伴随函子

BundX
Γ //
Λ

oo PSh(X)

使得 ηF : F→ ΓΛF 为单位，并有余单位 εY : ΛΓY → Y。
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若 F 为层，则 ηF 为同构；若 Y 为平展，则 εY 为同构。

证明. 首先，构造 εY。对 X 上丛 Y，我们有平展丛 ΛΓY。此丛中的每个点形如 germxs，x ∈ X，
s : U → Y。每个 s 决定一个映射 ṡ : U → ΛΓY 使得 ṡ(x) = germxs。因此，我们令 εY (ṡ(x)) =

εY (germxs) = s(x) ∈ Y, ∀x ∈ U, s ∈ ΓY (U)。
1. 以上定义不依赖于 s 的选取：若有截面 t : V → Y 使得 ṡ(x) = ṫ(x)，则存在 x 的开邻域
W ⊂ U ∩ V 使得 s|W = t|W。于是 s(x) = t(x)。

2. εY 连续（从而是 X 上丛的映射）：对 ∀y ∈ Y 及开邻域 Ay，要证 ε−1
Y (Ay) 为开集。令

ṡ(x) ∈ ε−1
Y (Ay)，有 εY (ṡ(x)) = s(x) ∈ Ay（对某个 x ∈ X，开邻域 U 及 s : U → Y）。由

ΛΓY 上拓扑定义，可知存在开邻域 Vx，使得 ṡ(x) ∈ ṡ(Vx) ⊂ ε−1
Y (Ay)。

3. {εY }Y ∈BundX 构成自然变换：态射

Y

p   @
@@

@@
@@

@
q // Y ′

p′~~}}
}}
}}
}}

X

诱导交换图
ΛΓY

ϵY //

ΛΓq

��

Y

q

��
ΛΓY ′

ϵY ′
// Y ′

.

其次，我们可验证 Γ
ηΓ→ ΓΛΓ

Γε→ Γ 及 Λ
Λη→ ΛΓΛ

εΛ→ Λ 为恒等。由于它们来自直接计算，所以
Λ 是 Γ 的左伴随函子。
最后，当 Y

p→ X 为平展，εY 为同构：我们构造其逆 θY : Y → ΛΓY 。设 y ∈ Y 且 p(y) = x。
存在 x 的开邻域 U 及截面 s : U → Y 满足 ps = idU。由于 p 为局部同胚，所以 s(x) = y。令
θY (y) = ṡ(x)（此定义不依赖于 s 的选择）。可验证

Y

p ��@
@@

@@
@@

@
θY // ΛΓY

p′}}zz
zz
zz
zz

X

为交换且 θY 为连续（从而是丛态射），并有 θ−1
Y (ṡ(U)) = s(U)。直接计算可知 εY θY 及 θY εY 均

为恒等。

推论 2.18

令 Etale X 为 Bund X 的满子范畴，由 X 上平展丛构成。则函子 Λ 和 Γ 限制为以下范畴等
价

EtaleX
Γ //
Λ

oo Sh(X)
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注解 2.19

基于以上原因，在一些教材中，作者将 X 上的层定义为 X 上的平展丛。

推论 2.20

给定 X 上层 F,F′，其间态射 θ : F→ F′ 可以下面三种方式描述：
1. 函子间自然变换；
2. X 上空间态射 ΛF → ΛF′；
3. 一族映射 {θx : Fx → F′

x}x∈X，满足条件：对每个开集 U 及 s ∈ F(U)，映射 U → ΛF，
x 7→ θx(sα)，连续（也就是说，作为集合映射 θ = {θx}x∈X，对任意 U 及 s ∈ F(U)，

θ · s : U s→ ΛF
θ·→ ΛF′

连续）。

证明. 已知 1 和 2 等价。我们证明 1 和 3 也等价。
从 1 推 3：设有自然变换 θ : F→ F′。由定义 θ 由一组映射 {θU}U∈PX

构成。对 ∀x ∈ X，产
生 θx : Fx → F′

x。由于 s(x) = germxs，∀s ∈ F(U)，x ∈ U，从交换图：

s ∈ F(U)

germx(−)

��

θU // F′(U)

germx(−)

��
Fx

θx // F′
x

可得 (∗)
θU (s)(x) = germx(θU (s)) = θx(germxs) = θx(s(x)).

于是 x 7→ θ · s(x) = θxs(x) 连续。
从 3 推 1：若有满足上述条件的 {θx}x∈X，则可用 (∗) 定义 θU 及 θ。
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3 第三讲

本讲内容承接第二讲，进一步完善经典层论框架，为讨论具有代数结构的层进行铺垫。我们在
最后给出函子 Λ 和 Γ 的一种抽象刻画，便于将来向 Grothendieck 层论过渡。

3.1 茎与层

在第二讲最后的推论中，我们已知层态射 θ : F→ F′ 可由一族茎上映射 {θx : Fx → F′
x}x∈X 来

刻画。我们沿着这一思路深入探索。下方给出一个后文将使用的构造，并介绍其基本性质。

定义 3.1

令 x ∈ X。其上的茎函子
Stalkx : Sh(X)→ Set

在对象上为如下指定 F 7→ Fx 而在态射上是自然映射。对给定集合 A ∈ Set，定义 x 上的摩
天层（skyscraper）为

Skyx(A) : P
op
X → Set

使得对任意开集 U

Skyx(A)(U) =

{
A, x ∈ U,
1, x 6∈ U.

从定义易证 Skyx(A) 确为层，并且我们获得一个函子 Skyx(−) : Set→ Sh(X)。

引理 3.2

茎函子 Stalkx 是摩天层函子 Skyx(−) : Set→ Sh(X) 的左伴随。

证明. 要证
HomSet(StalkxF, A) ∼= HomSh(X)(F, Skyx(A)).

一方面，给定映射 φ : Stalkx(F) = Fx → A，可定义层态射

θϕ : F→ Skyx(A)

使得 θϕU : F(U)→ Skyx(A)(U) 如下定义{
F(U)→ A为θϕU (s) = φ(germxs), x ∈ U ;

F(U)→ 1为唯一映射, x /∈ U.

另一方面，若有层态射 θ : F → Skyx(A)，则它被一族映射 θy : Fy → (Skyx(A))y，y ∈ X 定
义。特别地，其中包含 θx : Fx → A。

易知以上构造互逆。

我们进一步证明，层态射的性质被它在茎上的刻画所决定。
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命题 3.3

层态射 θ : F → F′ 为满（或单）当且仅当，对每个 x ∈ X，集合映射 θx : Fx → F′
x 为满（或

单）。

证明. 设 θx 均为满射。令 F′ α //
β

//F′′ 为两个层态射，满足 αθ = βθ。在每个 x ∈ X，有 αxθx =

(αθ)x = (βθ)x = βxθx。于是 αx = βx，∀x ∈ X，即 α = β。从而 θ 为满。
对 θx 均为单，证明方法类似因而略去。
反过来设 θ 为满态射。引理告诉我们 Stalkx 有右伴随，保持正向极限，特别地它保持满射（即

θx 是满，∀x ∈ X）。
若 θ 为单态射，则 θU 均为单射（θ 是预层之间的单射）。设 germxs, germxt ∈ Fx 满足

θx(germxs) = θx(germxt)。则存在 x 的开邻域 U 和 V，使得 germxs 的代表元 (s, U) ∈ F(U) 和
germxt 的代表元 (t, V ) ∈ F(V ) 满足下方等式

germx(θU (s)) = germx(θV (t)).

于是存在开集 W ⊂ U ∩ V，使得 θU (s)|W = θV (t)|W。进一步从交换图

F(U)

?|W=F(W→U)

��

θU // F′(U)

F′(W→U)=?|W
��

F(W )
θW

// F′(W )

（和一个类似的关于 W ⊂ V 的交换图）可得对于 s ∈ F(U) 和 t ∈ F(V ) 有

θW (s|W ) = θU (s)|W = θV (t)|W = θW (t|W ).

从 θW 为单可知 s|W = t|W，即 germxs = germxt。

3.2 逆像层

我们在上一讲引入了正像函子，此处给出其左伴随，即逆像函子。
设 f : X → Y 为连续映射。已知它诱导函子 f̃ : PY → PX 及正像函子

Resf̃ : PSh(X)→ PSh(Y )

使得 Resf̃ (F)(V ) = F(f−1(V ))，其中 F ∈ PSh(X)，V ∈ PY；并且它限制到层范畴上，记作

f∗ : Sh(X)→ Sh(Y ).

经典范畴论指出，Resf̃ 在预层范畴层面存在左伴随，即沿着 f̃ 的左 Kan 扩张

LKf̃ : PSh(Y )→ PSh(X),

并在层范畴间产生逆像函子

f∗ : Sh(Y ) �
� ι // PSh(Y )

LK
f̃ // PSh(X)

(−)#
// Sh(X).
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定理 3.4

由定义可得 f∗ 是 f∗ 的左伴随函子。

证明. 从遗忘函子和 Kan 扩张的伴随性质可得

Nat(f∗(F),F′) ∼= Nat(LKf̃ (F),F
′
),

∼= Nat(F, f∗(F
′
)),

因为 Sh(X) ' EtaleX，所以 f∗ 存在几何构造方式。对于连续映射 f : X → Y 以及 E ∈
BundY，沿着 f 的拉回产生 X 上丛 f⋆(E)

f⋆(E)

p1

��

p2 // E

p

��
X

f
// Y

即得函子 f⋆ : BundY → BundX。

定理 3.5

设 E ∈ EtaleY。则 f⋆(E) ∈ EtaleX。从而有函子 f⋆ : EtaleY → EtaleX。

证明. 令 (x, e) ∈ f⋆(E)，满足 f(x) = p(e)。由于 E 为平展，所以存在 e 的开邻域 U 使得 p|U :

U → p(U) 为同胚。于是 f−1(p(U))× U 为 (x, e) 在 X × E 中的开邻域，且它与 f⋆(E) 的交集为
(x, e) 在 f⋆(E) 中的开邻域。后者通过投影映射 p1 同胚地映到 f−1(p(U)) ⊂ X 上。

综上，我们构造了

Sh(Y )
Λ

≃
// EtaleY f⋆

// EtaleX Γ

≃
// Sh(X)

且 Γf⋆Λ : Sh(Y )→ Sh(X) 与前面定义的逆像函子 f∗ 同构。

3.3 函子 Λ 和 Γ 的抽象刻画

预层实际上是一种特殊的伪函子（或纤维范畴）。在此背景下，层是特殊的叠形。我们给出第
二讲中两个函子 Λ 和 Γ 的一类抽象刻画，便于在课程后期与叠形理论简介相衔接。读者可以暂时
跳过这一小节。

定义 3.6

设 F : Cop → Set 为预层。则F 的元素范畴（或Grothendieck 构造）

C ⋉ F (或
∫
C
F)

的对象为 (U, x)，U ∈ C，x ∈ F(U)，而态射 (V, y) → (U, x) 由满足条件 F(α)(x) = y 的
α : V → U 提供。

元素范畴最早应该出现在Yoneda等人的工作中，一般形式的Grothendieck构造出现在Grothen-
dicek 及其合作者对于纤维范畴（即“范畴覆盖”）的研究中。
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注解 3.7

存在自然的投影函子 π : C ⋉ F → C，使得 (U, x) 7→ U 且 α 7→ α。实际上 C ⋉ F 是 C 的一个
范畴覆盖，也称C 上纤维范畴。

若有自然变换 F→ F′，则它诱导产生一个函子 C ⋉ F→ C ⋉ F′。

定理 3.8

设 H : C → E 为从小范畴 C 到余完备范畴 E 的函子。令

R : E → PSh(C)

为由 R(E)(U) = HomE(H(U), E)，∀U ∈ C, E ∈ E 确定的函子。则 R 存在左伴随

L : PSh(C)→ E

使得 L(F) = lim−→C⋉F
H ◦ π。

证明. 根据上述设定可知 L 确为函子。为证

HomE(L(F), E) ∼= Nat(F,R(E)),

我们构造双向映射。
设 τ : F→ R(E) 为自然变换。则 τ = {τU}U∈C，其中分量

τU : F(U)→ R(E)(U) = HomE(H(U), E),

对 ∀α : V → U 满足交换图

x ∈ F(U)

τU

��

F(α) // F(V )

τV

��
τU (x) ∈ HomE(H(U), E)

HomE (H(α),E)

// Homε(H(V ), E).

于是从 H(α)τU (x) = τV (x|V ) 可知 {τU}U∈C 能表述为一族映射

{τU (x) : H(U)→ E}(U,x)

而交换图可以改写为
H(π(U, x)) = H(U)

H(π(α))=H(α)

��

τU (x)

))SSS
SSSS

SSSS

E

H(π(V, y)) = H(V )

τV (y)

55kkkkkkkkkkk
.

因为后者是极限锥，所以它产生唯一态射

L(F) = lim−→C⋉F
Hπ → E.

反之，若有 α : L(F)→ E，则对 ∀U ∈ C，存在映射 F(U)→ R(E)(U)，由下式定义

x 7→ [αρU : H(U) = Hπ(U, x)→ L(F)→ E],



3 第三讲 23

其中 ρU 来自极限锥。这些映射组装成自然变换 F→ R(E)。
我们直接验证可知它们构成所需同构。

设 X 为拓扑空间且 U ⊂ X 为开集。则包含映射 U ↪→ X 提供 BundX = T op/X 中一对象。
这产生（正变）函子

H : C = PX → BundX = E .

对 E ∈ BundX，即丛 E = (p : Y → X)，构造 PX 上预层 R(p) = R(E)，使得

R(p)(U) =HomBundX(H(U), (Y, p))

=HomBundX((U, incl.), (Y, p))

其中元素即所有连续映射 f

U
f //

incl.   @
@@

@@
@@

@ Y

p~~~~
~~
~~
~~

X .

根据第二讲可知 R(p)(U) = Γp(U)，于是 R(p) = Γp ∈ PSh(X)。由于 E = BundX 是余完备，所
以由上述定理可知 R 存在左伴随

L : PSh(X)→ BundX.

由 R ∼= Γ 可得 L ∼= Λ。

注解 3.9

在 Grothendieck 层论中，采用类似的思路将“广义预层”（即伪函子，pseudofunctor）与“范
畴覆盖”（即纤维范畴，fibred category）相对应。在 C 上引入 Grothendieck 拓扑后，进一步
定义“广义层”（即叠形，stack），将这部分内容推广到更加一般的情形。
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4 第四讲

集合层范畴是集合范畴的推广。为了解决代数问题，我们需要引入具有代数结构的层。最基本
的情况是阿贝尔层，由集合层范畴中的阿贝尔对象构成。

4.1 阿贝尔层

定义 4.1

设 X 为拓扑空间。称 F : PopX → Ab 为阿贝尔（群）预层。若将 F 看作 PopX 到 Set 的预层时，
它是一个层，则称 F 为 X 上的一个阿贝尔（群）层（sheaves of Abelian groups 或 Abelian
sheaves）。

阿贝尔预层范畴记作 PSh(X,Ab)，而阿贝尔层范畴记为 Sh(X,Ab)。

注解 4.2

给定阿贝尔层对应的平展丛 p : E → X，对 ∀x ∈ X，p−1(x) 为阿贝尔群，且群运算（加法）
连续。

设 f : X → Y 为连续映射。由于 f∗ 与 f∗ 均保持有限积，所以它们保持阿贝尔群对象，从而
限制为

Sh(X,Ab) = Ab(Sh(X))
f∗ // Ab(Sh(Y )) = Sh(Y,Ab)
f∗

oo

也就是说在阿贝尔层范畴间，f∗ 与 f∗ 仍然互为伴随函子。

4.2 核、余核与像

已知
PSh(X,Ab) = AbPop

X = Ab(SetP
op
X )

是阿贝尔范畴（因为 Ab 为阿贝尔范畴）。若 φ : F → F′ 为预层态射（即自然变换），则定义
（预层）核kerp φ 使得 (kerp φ)(U) := ker(φU )，∀U ∈ PX。同样可定义（预层）余核cokpφ 使得
(cokpφ)(U) := cok(φU )，∀U ∈ PX。

命题 4.3

若 F,F′ ∈ Sh(X,Ab)，且 φ : F→ F′ 为态射，则预层 kerp φ 为层，记为 kerφ。

证明. 设 U 为X 的开集且有开覆盖 U = ∪αUα及 sα ∈ kerp φ(Uα)满足 sα|Uα∩Uβ
= sβ|Uα∩Uβ

, ∀α, β。
由于 sα ∈ F(Uα)，所以存在 s ∈ F(U) 使得 s|Uα

= sα, ∀α。下证 s ∈ kerp φ(U)。
由于 φU (s) ∈ F′(U) 满足 φU (s)|Uα

= φUα
(s|Uα

) = φUα
(s|α) = 0, ∀α，以 φU (s) = 0 ∈ F′(U)。

从而 s ∈ kerp φ(U)。
唯一性证明类似（略）。

由此可知，kerφ 显然是 φ : F→ F′ 的核（在层或预层范畴中）。层态射是单态射当且仅当作为
预层态射是单。相对而言，层的满态射与作为预层的满态射，有很大差异。
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例 4.4

令 X = [0, 1] ⊂ R，而 F 为 X 上常数层 Z（茎总是 Z）。令 F′ 为如下定义的 X 上的层

F′ = Sky0Z⊕ Sky1Z.

再令 φ : F→ F′ 为层态射，使得

φx =

{
idZ, x = 0 or 1;

0, else.

因为

F′(X) =

{
Z, x = 0 or 1;

0, else,

所以这是一个层的满态射。然而 φ 作为预层态射非满！例如，φX : F(X)→ F′(X) 非满。

设 φ : F → F′ 为 X 上的层态射。根据第二讲中层化的性质，(cokpφ)# 为层且存在自然态射
π′ : F′ → cokφ，和态射

π : F′ π′

→ cokpφ η→ (cokpφ)#.

命题 4.5

在 Sh(X,Ab) 中，π : F′ → (cokpφ)# 是层态射 φ : F→ F′ 的余核。

证明. 设 F′′ 为层且有

F′ π //(cokpφ)#
ψ //
ψ′

//F′′ ,

使得
ψπ = ψ′π.

由 cokφ 以及 (cokφ)# 的泛性质，可知存在唯一的 ψ′′ 和 ψ′′′ 使下图交换

F′

π′
""E

EE
EE

EE
E

ψπ=ψ′π // F′′

cokpφ

η %%KK
KK

KK
KK

K

ψ′′

99ssssssssss

(cokpφ)#

ψ′′′

OO

于是 ψ′′′ = ψ = ψ′。

基于以上结论，我们给出下方定义。

定义 4.6
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设 φ : F→ F′ 为层态射。称上述 π 或者 (cokpφ)# 为 φ 的余核，记作 cokφ。

定义 4.7

若 φ 为层态射，则令其像为
Imφ = ker(F′ → cokφ).

为了后续讨论，我们回顾若干概念。

定义 4.8

设 · · · → F
ϕ→ F′ ψ→ F′′ → · · · 为阿贝尔范畴 A 中序列。若 kerψ = Imφ，称它在 F′ 处正合。

如果序列在每处均正合，则称其为正合列。
如果 0→ F

ϕ→ F′ ψ→ F′′ → 0 正合，则称之为一个短正合列。

假设 F : A1 → A2 为阿贝尔范畴间的函子，将 A1 中正合列 0 → F
ϕ→ F′ ψ→ F′′ → 0 映到 A2

中序列
0→ F (F)

F (ϕ)→ F (F)′
F (ψ)→ F (F′′)→ 0.

1. 如果对 A1 中任意正合列，序列

0→ F (F)
F (ϕ)→ F (F)′

F (ψ)→ F (F′′)→ 0.

正合，则称 F 为正合函子。
2. 如果对 A1 中任意正合列，序列

0→ F (F)
F (ϕ)→ F (F)′

F (ψ)→ F (F′′)

正合，则称 F 为左正合函子。
3. 如果对 A1 中任意正合列，序列

F (F)
F (ϕ)→ F (F)′

F (ψ)→ F (F′′)→ 0

正合，则称 F 为右正合函子。
我们将说明 Sh(X,Ab)为阿贝尔范畴，且包含函子（或遗忘函子）ι : Sh(X,Ab)→ PSh(X,Ab)

只是左正合。

4.3 阿贝尔层的性质

引理 4.9

设 X 为拓扑空间，F 为 X 上预层。对 ∀x ∈ X，自然映射 ηx : Fx → (F#)x 为同构。
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证明. 由 ΛF =
⊔
y∈X Fy，对 x 的任意开邻域 U，F#(U) 等同于

ΓΛF(U) = {ṡ : U → ΛF|ṡ(x) = germxs, s ∈ F(U)},

并有 ηU : F(U) → F#(U)，s 7→ ṡ。后者诱导 ηx : Fx → (F#)x。注意到存在自然映射 F#(U) →
Fx, ṡ 7→ ṡ(x)。从泛性质可得 ηx 为同构。

可从平展丛的定义直接“看出”上述结论。

注解 4.10

当 F 为阿贝尔预层时，ηx 为群同构：若 (s, U), (t, V ) 代表 Fx 中两个芽，则在 U ∩ V 上存在
(s+ t, U ∩ V )，它代表上述两个芽在 Fx 中的和。
更一般地，若 φ : F→ F

′
的阿贝尔预层态射，则 φx : Fx → F′

x 为群同态。

已知 PSh(X,Ab为阿贝尔范畴，其中的核、余核等记作 kerp φ, cokpφ等。在 Sh(X,Ab)中，对
层态射 φ : F→ F′ 定义了核 kerφ = kerp φ，余核 cokφ = (cokpφ)#，像 Imφ = ker(F′ → cokφ) 等。
若 F→ F′ 为层的满同态，则称 F′ 为 F 的商层。

命题 4.11

若 φ : F→ F′ 为 Sh(X,Ab) 中态射，则 (kerφ)x = kerφx。

证明. 根据定义，我们有以下等价刻画

u ∈ (kerφ)x
⇔∃U ∈ Px, s ∈ kerφ(U) : u = germxs

⇔∃U ∈ Px, s ∈ F(U) : φU (s) = 0, u = germxs

⇔φx(u) = 0

⇔u ∈ kerφx.

分别记 πp : F′ → cokpφ 和 π : F′ → cokφ 为自然的预层态射及层态射。交换图

(cokpφ)(U)

η

��

F(U)
ϕU //F′(U)

πp
U

88qqqqqqqqqq

πU &&MM
MMM

MMM
MM

(cokφ)(U)

诱导产生新交换图
(cokpφ)x

ηx∼=

��

Fx
ϕx //F′

x

πp
x

::vvvvvvvvv

πx $$H
HH

HH
HH

HH

(cokφ)x
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命题 4.12

若 φ : F→ F′ 为 Sh(X,Ab) 中态射，则 (cokpφ)x = (cokφ)x = cokφx。

证明. 设 u′ ∈ F′
x。我们有以下等价

πpx(u
′) = 0

⇔∃U ∈ Px�s′ ∈ F′(U) : u′ = germxs
′, πpU (s

′) = 0

⇔∃U ∈ Px, s′ ∈ F′(U) : u′ = germxs
′, s′ ∈ Imφ(U)

⇔u′ ∈ Imφx

从 Fx
ϕx→ F′

x

πp
x→ (cokpπ)x，可知 (cokpφ)x ∼= F′

x/Imφx = cokφx。

我们验证阿贝尔层范畴确为阿贝尔范畴。

定理 4.13

在 Sh(X,Ab) 中，有
1. 每个子层均为某个层态射之核；
2. 每个商层均为某个层态射的余核。

因此在 Sh(X,Ab) 中每个单态射均为核，而每个满态射均为余核。

证明. 在 Sh(X,Ab) 中，
1. 设 ι : F ↪→ F′ 为子层嵌入。由于 F ↪→ F′ → cokι 为零态射，所以 ι 分解为 F ↪→ ker(F′ →

cokι) ↪→ F′。对 ∀x ∈ X，有 Fx = ker(F′
x → cokιx) = ker(F′ → cokι)x。于是 F = ker(F′ →

cokι)。
2. 若有满态射 π : F→ F′，要证明 F′ = cok(kerπ → F)。由于存在交换图

cokπ

ψ

��

kerπ � � ι //F

ρ

==zzzzzzzzz

π
!!C

CC
CC

CC
CC

F′

且对 ∀x ∈ X 有 πx 满，所以 ψx 为满。又由 ψx : (cokπ)x = cok(πx)→ Fx 为单射，可知
ψ 为同构。

注解 4.14

在 Sh(X,Ab) 中有显然的余积 F⊕ F′。基于前述性质，Sh(X,Ab) 为阿贝尔范畴。

定理 4.15

1. 预层序列
0 //F

ϕ //F′ ψ //F′′ //0
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正合，则

0 //Fx
ϕx //F′

x

ψx //F′′
x

//0

正合。
2. 层序列

0 //F
ϕ //F′ ψ //F′′ //0

正合等价于

0 //Fx
ϕx //F′

x

ψx //F′′
x

//0

正合。
3. 如果层序列

0 //F
ϕ //F′ ψ //F′′ //0

作为预层序列正合，则作为层序列也正合。

证明. 我们只在 F′ 处进行证明。其他位置随即自动导出。
1. 设 u ∈ Fx，使得 φx(u) = 0 ∈ F′

x。则存在 x 的开邻域 U 以及 s ∈ F(U) 使得 u = germxs。
由交换图

s ∈ F(U)

germx−
��

ϕU // F′(U)

germx−
��

u ∈ Fx
ϕx

// F′
x

可知 (φU (s), U) 代表 φx(u) ∈ F′
x。因为 φx(u) = 0，所以当 U 足够小时，必有 φU (s) = 0。

从 φU 的单性，可知 s = 0。从而 u = 0，即 φx 为单射（ψx 证明类似）。
2. 由前面讨论可知 φ 为单（或 ψ 为满）当且仅当 φx 为单（或 ψx 为满），∀x ∈ X。因此，

0 // F
ϕ // F′ ψ // F′′ // 0

正合当且仅当 (Imφ)x ⊂ (kerψ)x 为相等。由定义

(Imφ)x
= ker(F′ → cokφ)x
∼= ker(F′

x → (cokφ)x)
∼= ker(F′

x → cokφx)

=Imφx
= kerψx
=(kerψ)x.

3. 综合 1 和 2 即得。

迄今为止，我们在阿贝尔层范畴中讨论正合性。实际上，更一般的正合性是通过“是否保持极
限”来判断。为了适配课程需求，在经典层论部分我们仅陈述以下特例。
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定理 4.16

层化函子 (−)# : PSh(X,Ab)→ Sh(X,Ab) 为正合。

证明. 设
0 //F //F′ //F′′ //0

为预层正合列。于是，对 ∀x ∈ X，

0 //Fx //F′
x

//F′′
x

//0

正合。层化产生预层交换图

0 // F

η

��

// F′

η′

��

// F′′

η′′

��

// 0

0 // F# // F′# // F′′# // 0

应用茎函子可得交换图

0 // Fx

∼=
��

// F′
x

∼=
��

// F′′
x

∼=
��

// 0

0 // (F#)x // (F′#)x // (F′′#)x // 0

由上方正合性可得下方正合。

引理 4.17

设 f : X → Y 为连续映射且 F 为 Y 上的层。对 ∀x ∈ X，有 (f∗F)x ∼= Ff(x)。

证明. 回顾逆像函构造

f∗ : Sh(Y )
ι
↪→ PSh(Y )

LKf̃→ PSh(X)
(−)#

→ Sh(X).

只需对 LKf̃ 进行讨论：设 F 为 Y 上预层，证明 (LKf̃F)x
∼= Ff(x)。我们直接计算：若 U 为 X 中

开集，则
(LKf̃F)(U) ∼= lim−→f(U)⊂V

F,

其中 V 为 Y 中开集。于是存在自然映射 (LKf̃F)(U)→ Ff(x)，∀U。它导致自然映射 (LKf̃F)x →
Ff(x)。
由于 f 连续，所以对 f(x) 的任意开邻域 V，存在 x 的一个开邻域 U 使得 U ⊂ f−1(V )，即

f(U) ⊂ V。这导致以上自然映射成为同构（利用极限的泛性质）。

F(V )

��

// (LKf̃F)(U)

��yysss
sss

sss
s

Ff(x)
// (LKf̃F)xoo
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定理 4.18

设 f : X → Y 连续。则 f∗ : Sh(Y,Ab)→ Sh(X,Ab) 正合。

证明. 设 0→ F→ F′ → F′′ → 0 为 Sh(Y,Ab) 中的正合列。对 ∀x ∈ X，有

0→ Ff(x) → F′
f(x) → F′′

f(x) → 0

正合。由上述引理可知
0→ (f∗F)x → (f∗F′)x → (f∗F′′)x → 0

正合，∀x ∈ X。于是
0→ f∗F→ f∗F′ → f∗F′′ → 0

为 Sh(X,Ab) 中正合列。
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5 第五讲

在进入模层和同调代数之前，我们再介绍几个层范畴相关构造。这些构造基本都在模层范畴层
面上保留。

5.1 限制与延拓

设 U 为 X 中开集，则 X 上的任意层自然限制为 U 上的层。它可以通过函子方式自然产生。

定义 5.1

设 X 为 Y 的子空间，F 为 Y 上的层，记 ι : X ↪→ Y 为自然嵌入。称逆像 ι∗F 为 F 到 X 上
的限制，也记作 F|X。

对任意开子集 U ∈ PX，ι∗F(U) = lim−→ι(U)⊂V
F，V 为 Y 中开集。当 X 为 Y 中开子集时，由

于指标范畴有初始对象（最小元素）U，所以 ι∗F(U) ∼= F(U)。

命题 5.2

若 ι : X ↪→ Y 而 F 为 X 上的层。则 ε : (ι∗F)|X = ι∗ι∗F→ F 为同构。

证明. 考虑 εx : (ι∗ι∗F)x → Fx，∀x ∈ X。对 x 的任意开邻域 U 有

(ι∗ι∗F)(U) = lim−→ι(U)⊂V
ι∗F,

V 为 Y 中开集。
由于 ι∗F(V ) = F(ι−1V ) = F(V ∩X)，所以 (ι∗ι∗F)x 恰为 Fx，即 εx 为同构，∀x ∈ X。

定义 5.3

设 X 为 Y 的子空间且 F 为 X 上的层。若 F′ 为 Y 上的层，使得 F′|X ∼= F，则称 F′ 为 F

的一个延拓。若 F′ 还满足 F′
y = ∅，∀y ∈ Y \X，则称 F′ 为一个空集延拓（extension by the

empty set，蕴含 F′|Y \X = ∅）。

对于 ι : X → Y 和 F ∈ Sh(X)，ι∗F 是 F 的一个延拓，但它一般不是空集延拓。当我们考虑阿
贝尔层时，其空集延拓（如果存在）不一定是阿贝尔层。此时我们需要调整定义（将上述定义中的
初对象 ∅ ∈ Set 换成初对象 0 ∈ Ab 即可），引入零延拓（extension by zero）概念。

例 5.4

设 X = R\0 ↪→R = Y，并考虑 Y 上的常数层 ZY。于是

ZY |X = ZX .

再考虑 ι∗ZX，它是 ZX 的一个延拓。但是

(ι∗ZX)y =

{
Z, y 6= 0

Z⊕ Z, y = 0

因此，ι∗ZX 不是 ZX 的零延拓。
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我们将构造零延拓并刻画其存在性。

注意：在 Ab 中，0 既是初对象也是终对象。

引理 5.5

若 X 为 Y 中闭子空间，则对 X 上任意阿贝尔层，ι∗F 为 F 的零延拓。

证明. 已知 ι∗F 是 F 的延拓。现设 y ∈ Y \X。则存在 y 的开邻域 V 使得 V ⊂ Y \X。于是
(ι∗F)(V ) = F(ι−1(V )) = F(V ∩X) = F(∅) = 0。所以 (ι∗F)y ≡ 0，∀y ∈ Y \X。

下一节我们将推广此结论。

5.2 局部闭子空间与零延拓

我们利用平展丛探讨零延拓的存在性。

定义 5.6

设 Y 为拓扑空间且 X ⊂ Y。若 X 在其闭包 X̄ 中为开集，则称 X 在 Y 中为局部闭（locally
closed）。

空间的开子集和闭子集显然都是局部闭。代数几何中常见的例子有拟仿射簇（quasi-affine va-
riety）和拟投射簇（quasi-projective variety）。为便于应用，我们给出局部闭的等价刻画。

引理 5.7

1. X ⊂ Y 为局部闭；
2. 存在 Y 中开集 U 以及闭集 V，使得 X = U ∩ V；
3. 对 ∀x ∈ X，存在 x 的开邻域 Ux，使得 Ux ∩X 在 X 中闭。

证明. 显然（2）与（3）等价。从（1）到（2）：由于存在 Y 中开集 U 使得 X = U ∩ X̄，所以取
V = X̄ 即可。从（2）推（1）：注意到 X = X ∩ X̄ = (U ∩ V )∩ X̄ = U ∩ (V ∩ X̄) = U ∩ X̄，即 X

在 X̄ 中为开。

局部闭子空间上的阿贝尔层存在唯一的零延拓。

定理 5.8

子空间 X ⊂ Y 为局部闭当且仅当 X 上任意阿贝尔层 F 存在唯一零延拓，记作 ι!F（此处
ι : X ↪→ Y 为包含映射）。

证明.“⇐”选 F = ZX 为 X 上常数层（对应平展空间 EX = X×Z）。它存在零延拓 F′: 对 x ∈ X，存
在开集 Ux ⊂ Y，及 s ∈ F′(U)使得 s(x) = (x, 1)。经过适当收缩，能使 s(x′) = (x′, 1), ∀x′ ∈ Ux∩X。
由于 Ux ∩Xc = {y ∈ U |s(y) = 0}（补集 Xc = Y \X）是 Ux 中开集，所以由引理 5.7 (2)，X 为
局部闭。
“⇒”设 X ⊂ Y 为局部闭。只要 F′ 是 F 的一个零延拓，对 ∀Y 中开集 U，我们有单射

F′(U)→ F(U ∩X), s′ 7→ s′|U∩X .
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截面 s ∈ F(U ∩ X) 在上述映射的像中，当且仅当 s 通过以下方式连续延拓到 U 上：令 s(y) =

0, ∀y ∈ U\(U ∩X)。而后者成立当且仅当 {x ∈ U ∩X|s(x) 6= 0} 是 U 中闭集。此条件与 F′ 完全
无关，因此 F′ 存在则唯一。
我们只需说明 X 上的层可以零延拓到 X̄ 上。
下设 Y = X̄，我们从 X 上平展空间构造一个 Y 上平展空间 E。定义 E = ΛF

∐
Y / ∼，其中

∼ 将 x ∈ X ⊂ Y 与零元 0x ∈ Fx ⊂ ΛF 等同。令 E 带有商拓扑，且 p′ : E → Y 为自然满射。易见
为 p′ 局部同胚（且满），即给出 Y 上一个层。这对应 F 的一个零延拓。

对于局部闭嵌入 ι : X ↪→ Y，ι!F = (ιpF)
# 为以下预层，∀V ∈ PY，

ιpF(V ) =

{
F(V ∩X), V ∩ X̄ ⊂ X;

0, else,

的层化。

命题 5.9

若 ι : X ↪→ Y 是局部闭嵌入，则函子

ι! : Sh(X,Ab)→ Sh(Y,Ab)

为正合。

证明. 设 0→ F→ F′ → F→ 0 为 Sh(X,Ab) 中正合列。为判断 0→ ι!F→ ι!F
′ → ι!F→ 0 是否正

合，只需在茎上进行验证。

推论 5.10

若 ι : X ↪→ Y 为局部闭嵌入，则函子

Sh(Y,Ab)→ Sh(Y,Ab),

F 7→ ι!(F|X) 为正合。

由前可知，若 Z 为 X 中闭集且 j : Z ↪→ X 为包含映射，则 j∗F ∼= j!F。对 ∀U ∈ PX，以下态
射

j!F(U)→ F(U ∩ Z), s 7→ s|U∩Z ,

为同构。

定理 5.11

设 U 为 X 中开集，ι 为包含映射且 F 为 X 上的阿贝尔层。则有正合列

(∗) 0→ ι!(F|U )
θ→ F

τ→ ι!(F|Uc)→ 0 。

证明. 从 Λι!(F|U ) ↪→ ΛF 为丛态射可知 θ 存在。
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若 V 为 X 中开集，则存在映射 τV

F(V )→ ι!(F|Uc) = F|Uc(ι−1(V )) = F|Uc(V ∩ U c)

使得 s 7→ s|V ∩Uc。它们给出层态射 τ。
按照常见办法，在 (∗) 上取茎运算可得{

0→ Fx
∼=→ Fx → 0→ 0, x ∈ U ;

0→ 0→ Fx
∼=→ Fx → 0. x /∈ U

于是 (∗) 为正合列。

设 X ⊂ Y 为开子集，ι 为包含映射且 F ∈ Sh(X,Ab),F′ ∈ Sh(Y,Ab)，则（通过在茎上判断）
有

Nat(ι!F,F′) ∼= Nat(F, ι∗F′)。

最近两讲出现的伴随函子常常用以下方式组织在一起，是Grothendieck六运算中的四种。剩下
的两种运算是张量⊗ 和内态射Hom（internal hom），将在模层范畴中引入。

注解 5.12

若 ι : U ↪→ X 为开嵌入且 j : Z ↪→ X 是闭嵌入，则有如下函子（其中 j! 在下方定义）

Sh(U,Ab)
ι∗ --

ι! 11
Sh(X,Ab)

j∗ --

j! 11
ι∗oo Sh(Z,Ab)j∗oo

通常特别关注 Z = U c = X\U 的情形，叫作阿贝尔层范畴的黏合（recollement）。

设 F ∈ PSh(X) 且 U ∈ PX。对于任意截面 s ∈ F(U)，我们记其支集（或支撑，support）为

supps = {x ∈ U
∣∣ sx 6= 0}.

定义 5.13

设 j : X ↪→ Y 为局部闭嵌入。定义支集在 X 中的限制（restriction with supports in X）为以
下函子 j! : Sh(Y,Ab)→ Sh(X,Ab)，对任意 F ∈ Sh(Y,Ab) 和 U ∈ PX 有

j!F(U) = lim−→
V ∈PY

V ∩X̄=U

{s ∈ F(V )
∣∣ supps ⊂ U}

我们最后陈述两个基本性质。

命题 5.14

设 j : X ↪→ Y 为局部闭嵌入。函子 j! : Sh(Y,Ab)→ Sh(X,Ab) 为左正合。
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引理 5.15

若 ι : X ↪→ Y 为开嵌入，则 ι! ∼= ι∗。
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6 第六讲

本讲在阿贝尔层基础上，进一步介绍空间上的模层。以下设 R 为带单位元的交换环，R-Alg
为R-代数范畴，其中的代数均有单位元，且态射保持单位元。

6.1 赋环空间

正如阿贝尔层定义那样，我们可以定义 X 上的R-代数层，即预层 OX : PopX → R-Alg 使得合
成 OX : PopX → R-Alg ↪→ Set 为集合层。对于单点空间，其上的 R-代数层恰好就是通常的 R-代数。

定义 6.1

若 X 为拓扑空间而 OX 为 X 上的一个 R-代数层，则称 (X,OX) 为 R 上赋环空间（ringed
space，也叫环积空间）。我们常简称 X 为 R 上赋环空间，OX 为其结构层（structure sheaf）。

注意，若 F 为 R-代数预层，则 F# 为 R-代数层。如果不特别指定 R，通常暗指 R = Z。所有
R-代数层都是 Z-代数层。

例 6.2

设 X 为拓扑空间。令 OX = ZX 为常数层，即常数 Z-预层的层化。则 X 成为 Z 上赋环空间。

空间 X 上的所有 R-代数层构成一个范畴，其中的态射 θ : A→ B 是一个自然变换，使得对任
意开集 U，θU : A(U)→ B(U) 是 R-代数同态。

命题 6.3

设 X 和 Y 为 R 上赋环空间且 f : X → Y 连续。那么 f∗(OX) 和 f∗(OY ) 均为 R-代数层。

证明. 已知存在伴随函子 f∗ : Sh(X)→ Sh(Y ) 及 f∗ : Sh(Y )→ Sh(X)。
由定义若 F ∈ Sh(X)，有 f∗F(V ) = F(f−1(V )), ∀V ∈ PY。如果 F 是 X 上 R-代数层，那么显

然 f∗(F) 是 Y 上 R-代数层。
对于 f∗，我们根据它的构造可以得到类似结论。

推论 6.4

前一讲中由伴随关系产生的阿贝尔层态射 OY
ηOY→ f∗f

∗OY 及 f∗f∗OX
ϵOX→ OX 均为 R-代数层

态射。于是有伴随关系
Hom(f∗OY ,OX) ∼= Hom(OY , f∗OX),

其中态射集分别是空间 X 和空间 Y 上的 R-代数层同态。

我们常常需要比较不同的赋环空间。

定义 6.5

设 R 为环，(X,OX) 及 (Y,OY ) 为 R 上赋环空间。赋环空间态射

Φ : (X,OX)→ (Y,OY )
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由一对态射组成 (f, φ)，其中 f : X → Y 连续映射而 φ : OY → f∗OX 为 Y 上 R-代数层态射。

注意，φ : OY → f∗OX 唯一对应一个 X 上 R-代数层态射 f∗OY → OX。
若 U 是 X 的开子集，则包含映射 ι 将 X 的结构层 OX 限制到 U 上的代数层 ι∗OX，记作

OX |U。相应的赋环空间态射中 φ 为恒等。

注解 6.6

若有态射

(X,OX)
Φ=(f,ϕ)//(Y,OY )

Ψ=(g,ψ)//(Z,OZ) ,

则它们的合成 (X,OX)→ (Z,OZ) 为 ΨΦ = (gf, g∗(φ)ψ)，其中 g∗(φ)ψ 为

OZ → g∗OY → g∗f∗OX = (gf)∗OX .

此合成的单位态射是

id(X,OX) : (X,OX)
(idX ,idOX

)
// (X,OX)

由此我们引入了R 上赋环空间范畴。

我们从定义可以直接证明以下结论。

命题 6.7

Φ = (f, ϕ) : (X,OX) → (Y,OY ) 为同构 ⇐⇒ f : X → Y 为同胚且 ϕ : OY → f∗OX 为层同
构。

更一般地，我们对于赋环空间态射有如下刻画。

命题 6.8

任意态射 Φ = (f, φ) : (X,OX)→ (Y,OY ) 可唯一分解为

(X,OX)
Φ1→ (X, f∗OY )

Φ2→ (Y,OY )

其中 Φ1 = (idX , φ̂) 且 φ̂ 如下

f∗OY
f∗ϕ→ f∗f∗OX

ϵOX→ OX ,

而 Φ2 = (f, ηOY
)。

此分解满足泛性质：若 Φ 分解为

(X,OX)
Ψ1→ (X,O′

X)
Ψ2→ (Y,OY )

且 Ψ1 = (idX , ψ1) 及 Ψ2 = (f, ψ2)，那么存在唯一态射 ψ̂2 : f∗OY → O′
X 构成 ∆ = (idX , ψ̂2)
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并使下图交换
(X, f∗OY )

Φ2

&&MM
MMM

MMM
MM

(X,OX)

Φ1

88qqqqqqqqqq

Ψ1 &&MM
MMM

MMM
MM

(Y,OY )

(X,O′
X)

∆

OO

Ψ2

88qqqqqqqqqq

证明. 取
ψ̂2

∈

ψ2

∈
Hom(f∗OY ,O′

X)
∼= //

Hom(−,ψ1)

��

Hom(OY , f∗O′
X)

Hom(−,f∗ψ1)

��
Hom(f∗OY ,OX) ∼=

// Hom(OY , f∗OX)

φ̂

∈

φ
∈

注解 6.9

对偶地，Φ = (f, φ) : (X,OX)→ (Y,OY ) 可唯一分解为

(X,OX)
Θ1→ (Y,O′

Y )
Θ2→ (Y,OY )

使得 Θ1 = (f, θ1) 且 Θ2 = (idY , θ2)，其中 O′
Y = Im(OY → f∗OX)#，而 θ1 : O′

Y → f∗OX 来
自预层态射 Im(OY → f∗OX) ↪→ f∗OX，是单态射；θ2 : OY → O′

Y 为满态射。

6.2 赋环空间上的模

现在我们把代数的模推广为代数层的模。

定义 6.10

设 (X,OX) 为 R 上赋环空间。一个 OX-模预层M 是 X 上的一个阿贝尔预层，满足：
1. 对任意开集 U ⊂ X，M(U) 是 OX(U)-模；且
2. 对 ∀V ⊆ U，限制 M(U)→M(V ) 与代数同态 OX(U)→ OX(V ) 相匹配，即有交换
图

OX(U)×M(U) //

��

M(U)

��
OX(V )×M(V ) // M(V ),
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其中垂直方向是限制，水平方向是模的结构映射。
若以上 M 是层，则称之为 OX-模（层）。

以上定义无非是将代数的模的结构态射 R×M →M 拓展到我们关心的一般情形。

注解 6.11

1. 定义中的匹配性可表述为，对于 ∀m ∈M(U), ∀r ∈ OX(U)，(r ·m)|V = r|V ·m|V。
2. OX-模同态是层同态M→ N，使得任意M(U)→ N(U) 均为 OX-模同态。记 OX-模
的范畴为 OX-Mod，这是一个 Grothendieck 范畴。

3. 若 OX = ZX，则
ZX-Mod = Sh(X,Ab).

4. 若 M ∈ OX-Mod，则
Mx ∈ OX,x-Mod,

∀x ∈ X，其中 OX,x := (OX)x。

定义 6.12

设 (X,OX) 为 R 上赋环空间，且 {Mλ}λ∈Λ 为一族 OX-模。定义预层如下，其中 U 为 X 中
任意开集，

U 7→
∏
λ∈Λ

Mλ(U)

及
U 7→

⊕
λ∈Λ

Mλ(U)

它们均为 OX-模，称为直积
∏
λ∈ΛMλ 及直和

⊕
λ∈ΛMλ。

注解 6.13

由于直和也是正向极限，与茎函子可交换，因而存在同构

(
⊕

λ∈Λ
Mλ)x ∼=

⊕
λ∈Λ

(Mλ)x, ∀x ∈ X.

直积通常没有类似的同构关系。

6.3 张量积与内蕴态射

为便于介绍，现设 OX 为交换代数层。这样我们就不需要区分左模和右模。

定义 6.14
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令 (X,OX) 为 R 上赋环空间，且 M,N ∈ OX-Mod。考虑预层

U 7→M(U)⊗OX(U) N(U),

其中 U 为 X 中任意开集。其层化叫作 M 与 N 的张量积，记作 M⊗OX
N。

张量积（以及后面的内蕴态射）实际上可以定义在模预层上，今后也会使用到。为了简洁，我
们不专门把对应构造列出来。
从定义出发，我们能够得到以下性质或构造。

注解 6.15

1. 由于张量运算与正向极限可换，对 ∀x ∈ X 有

(M⊗OX
N)x ∼= Mx ⊗OX,x

Nx.

2. M⊗OX
OX ∼= M.

3. M⊗OX
− : OX-Mod→ OX-Mod 为右正合函子。

若 M 是 OX-模且 U 为开子集，则记 M|U = ι∗M。这是一个 OX |U -模。利用 ι∗ 与张量积的
交换性，有以下结论。

命题 6.16

设M,N ∈ OX-Mod且 U 为 X 中开集，则存在 OX |U -模同构M|U⊗OX |U N|U ∼= (M⊗OX
N)|U。

与张量积相配套，我们还有以下重要构造。

定义 6.17

设 M,N ∈ OX-Mod。对 X 中任意开集 U，令

HomOX
(M,N)(U) = HomOX |U (M|U ,N|U ).

这产生一个预层，记作 HomOX
(M,N)，称为内蕴态射（internal hom）。

内蕴态射可以在集合层上进行构造，以上是特殊情形。在集合范畴 Set 中，集合间的态射构成
“态射集”，是 Set 中对象，这就是“内蕴”的含义。拓扑斯是 Set 的推广，内蕴态射可以看作“态
射集”的一般化。

引理 6.18

内蕴态射 Hom(M,N) 总是层。

证明. 不妨设 U = U1 ∪ U2 且存在

si ∈ HomOX
(M,N)(Ui) = HomO|Ui

(M|Ui
,N|Ui

)

使得 s1|U1∩U2
= s2|U1∩U2

, i = 1, 2。可定义

s ∈ HomOX
(M,N)(U) = HomO|U (M|U ,N|U )
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s = {sV }V⊆U 如下，使得 s|Ui
= si (i = 1, 2)：对 ∀V ⊆ U，令 Vi = V ∩ Ui（因而 V = V1 ∪ V2）

并构造
sV ∈ HomO(V )(M(V ),N(V )),

使得 sV (m), ∀m ∈ M(V )，由 (s1)V1
(m|V1

) ∈ N(V1) 和 (s2)V2
(m|V2

) ∈ N(V2) 唯一决定（因为 M

和 N 是层，而 m 由 m|V1
和 m|V2

唯一确定）。
可类似得出 s 的唯一性，即 s|Ui

= 0 (i = 1, 2) 推出 s = 0。

若 M 仅是模预层而 N 是模，则有

Hom(M,N) ∼= Hom(M#,N).

我们仅需在截面上（结合层化函子的性质）就能验证。由此可进一步推导以下结论。

命题 6.19

HomOX
(F⊗OX

F′,F′′) ∼= HomOX
(F,HomOX

(F′,F′′))

证明. 在截面上验证，转化为模预层上讨论即可。

将以上同构在 X 上取值，可得 HomOX
(F⊗OX

F′,F′′) ∼= HomOX
(F,HomOX

(F′,F′′))。

6.4 局部自由模与皮卡群

定义 6.20

设 X 为 R 上赋环空间，M ∈ OX-模。若 X 上存在开覆盖 {Uα}α，使得 M|Uα
∼= (OX |Uα

)n

（作为 OX |Uα
模），则称 M 为秩 n 的局部自由模。

若 X 为 R 上赋环空间。记 OX 的自同态环为

End(OX) = HomOX
(OX ,OX),

而其中可逆元素构成一个群，记为 Aut(OX)，即 OX 的自同构群。对 s ∈ OX(X)，可引入映
射

ρ : OX(X)→ End(OX),

使得
ρ(s) : OX → OX

由 ρ(s)U : OX(U)→ OX(U)(t 7→ s|U · t) 给出，其中 U 为 X 中任意开集。

本节仍设 OX 为交换环层。

命题 6.21

以上映射 ρ为环同构使得Aut(OX) = (OX(X))∗以及 End(OnX) ∼=Mn(OX(X))且Aut(OnX) ∼=
GLn(OX(X))。

证明. 首先，映射 ρ 由定义可验证为环同态。其次，若 ρ(s) 为零同态，则 s = s|X · 1 = 0，即 ρ 为
单射。再次，若 f ∈ End(OX)，则 fU 为 OX(U)-模同态。于是对任意开集 U 及 t ∈ OX(U)

fU (t) = fU (1)t.
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由交换图

OX(X)

��

fX // OX(X)

��
OX(U)

fU

// OX(U)

可得 fX(1)|U = fU (1)。这说明 fX(1) ∈ OX(X) 为 f 在 ρ 下的原像，即 ρ 为满。

定义 6.22

秩为一的局部自由模叫作可逆 OX-模。它们的同构类是一个集合 PicX，而模的张量积赋予集
合 PicX 一个群结构，称为 (X,OX) 的皮卡群。

若 M 是秩为一的模，我们记它的同构类为 [M]。

定理 6.23

若 (X,OX) 是 R 上赋环空间，则 PicX 在张量运算下形成一个群，其单位元为 [OX ]，而
[M] ∈ PicX 的逆为 [Hom(M,OX)]。

证明. 首先，由 M⊗OX
OX ∼= M 可得单位元。其次，若 M,N 为秩 1 的局部自由模，则存在开覆

盖 {Uα}α，使得 M|Uα
∼= OX(U) ∼= N|Uα

。于是

(M⊗OX
N)|uα

∼= M|Uα
⊗OX |Uα

N|Uα
∼= OX |U ⊗OX |U OX |U ∼= OX |U

即 PicX 对乘法封闭。最后，我们构造同构

α : Hom(M,OX)⊗OX
M→ OX

对任意开集 U，令
αU : HomOX |U ⊗OX(U) M(U)→ OX(U),

为 αU (f ⊗m) = fU (m)，∀m ∈M(U)。若M|U ∼= OX |U，则 αU 成为同构。于是 αx，∀x ∈ X，必
为同构，因而 α 为层同构。

6.5 正像与逆像

我们将第四讲中阿贝尔层范畴间的一对伴随函子推广到模层范畴上。

定义 6.24

若 Φ = (f, ϕ) : (X,OX) → (Y,OY ) 为赋环空间态射，且 M ∈ OX-Mod。令 Φ∗M(V ) =

M(f−1(V ))，V 为 Y 中开集。这是 f∗OX-模。由于有 ϕV : OY (V ) → f∗OX(V )，所以 Φ∗M

成为 OY -模，即有正像函子
Φ∗ : OX-Mod→ OY -Mod.

我们还能借助张量积，构造反方向的函子。
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定义 6.25

假定如上。若 N ∈ OY -Mod，则 f∗N 为 X 上阿贝尔层。对 ∀X 中开集 U，f∗N(U) 有自然的
f∗OY -模结构。以上 ϕ 唯一决定了层态射 f∗OY → OX。于是可定义 Φ∗N = OX ⊗f∗OY

f∗N，
即有逆像函子

Φ∗ : OY -Mod→ OX-Mod.

当 OX = ZX 和 OY = ZY 时，以上为第四讲中的正像和逆像函子。借助它们的伴随关系，我
们可以得到以下结论。

定理 6.26

若 Φ = (f, ϕ) : (X,OX)→ (Y,OY ) 为赋环空间态射，则 Φ∗ 为 Φ∗ 的左伴随，即存在

HomOX
(Φ∗N,M) ∼= HomOY

(N,Φ∗M)

证明. 由下图上方的已知同构可以推到出下方的诱导出同构

HomZX
(f∗N,M)

∼= // HomZY
(N, f∗M)

Homf∗OY
(f∗N,M)
?�

OO

∼=
// HomOY

(N,Φ∗M)
?�

OO

现在我们证明
Homf∗OY

(f∗N,M) ∼= HomOX
(Φ∗N,M)

为此，我们构造一对互逆映射 h 和 g 如下：
1. 以下给出态射 f∗N→ Φ∗N：
对 X 中开集 U，在截面上引入（预）层态射

f∗N(U)

��

s_

��
OX(U)⊗f∗OY (U) f

∗N(U)

ηU

��

1⊗ s_

��
(OX ⊗f∗OY

f∗N)(U) = Φ∗N(U) ηU (1⊗ s)

它诱导映射
HomOX

(Φ∗N,M)
h→ Homf∗OY

(f∗N,M)

2. 我们构造
Homf∗OY

(f∗N,M)
g→ HomOX

(Φ∗N,M)
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给定层态射 α : f∗N→M，可定义预层态射

OX(U)⊗f∗OY (U) f
∗N(U)

id ⊗αU

��

r ⊗ s_

��
OX(U)⊗f∗OY (U) M(U)

ρU

��

r ⊗ αU (s)_

��
M(U) rαU (s)

它诱导出层态射 Φ∗N→M。
3. 在茎上可验证，以上映射为可逆。例如对 ∀x ∈ X, [gh(α)]x ∼= αx。

设 OX 为 Z-代数层。考虑赋环空间态射

Φ = (idX , φ) : (X,OX)→ (X,ZX),

其中 φ : ZX → (idX)∗OX 为自然态射。它产生伴随函子 Φ∗ = for（遗忘函子）和 Φ∗ = OX ⊗ZX
-，

并对任意 ZX-模 N 和 OX-模 M 有

HomOX
(OX ⊗ZX

N,M) ∼= HomZX
(N,M).
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7 第七讲

本讲介绍经典层上同调基本理论，它的基本性质以及局限性。

7.1 层上同调

利用环与模经典结论，我们能为每个模层构造入射包。这使得我们可以定义层上同调。

引理 7.1

设 X 为 R上赋环空间。令 {Mx}x∈X 为一族 OX,x-模。那么存在 OX-模M，使得对任意 OX-模
N，以下映射为双射

HomOX
(N,M)→

∏
x∈X

HomOX,x
(Nx,Mx)

f 7→
∏
x∈X

fx.

证明. 我们利用截面直接定义模 M，使得

Γ(U,M) :=
∏
x∈U

Mx,

其中 U 是任意开集。（我们也能令 Mx ∈ Ox-Mod 使得 (Mx)y =

{
0, y 6= x;

Mx, y = x.

可见 M =
∏
x∈X Mx。）

命题 7.2

若 ∀x ∈ X，Mx 为入射 OX,x-模，则 M 为 OX-Mod 中入射对象。

证明. 设 0 // F // F′ // F′′ // 0 为 OX-模正合列，应用函子 HomOX
(−,M) 可得交换图

0

��

0

��
HomOX

(F′′,M)
∼= //

��

∏
x∈X HomOX,x

(F′′
x,Mx)

��
HomOX

(F′,M)
∼= //

��

∏
x∈X HomOX,x

(F′
x,Mx)

��
HomOX

(F,M)
∼= //

��

∏
x∈X HomOX,x

(Fx,Mx)

��
0 0

由右方正合可得左方序列正合，即 HomOX
(−,M) 为正合。
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定理 7.3

若 X 为 R 上的赋环空间，则 OX-Mod 存在足够多入射对象。

证明. 设 N ∈ OX-Mod，则 Nx ∈ OX,x-Mod 可以嵌入一个入射模 Ix。由前述引理及命题可知存在
OX-Mod 中入射对象 I 及单态射 N→ I。

对于开子集 U，考虑左正合函子 Γ(U,−) : OX-Mod→ OX(U)-Mod，使得

Γ(U,−)(M) = M(U),

即截面函子（section）。当 U = X 时，它被称为整体截面函子。

定义 7.4

对于开子集 U，左正合函子

Γ(U,−) : OX-Mod→ OX(U)-Mod

具有右导出函子
Hi(U,−) : OX-Mod→ OX(U)-Mod, i ∈ N,

并称 Hi(U,M) 为U 的第 i 个系数在 M 中的上同调。

当 U = X 时，Hi(X,M) 常称为 X 的层上同调。

引理 7.5

设 X 为 R上赋环空间，且 U 为 X 中开集。若 I为 OX-Mod中入射对象，则 I|U 为 OX |U -Mod
中的入射对象。
因此对于任意 M ∈ OX-Mod，

Hi(U,M) ∼= Hi(U,M|U ).

证明. 设 F ∈ OX |U -Mod。则从 i : U ↪→ X 产生

I|U = i∗I,

以及
HomOX |U (F, I|U ) ∼= HomOX

(j!F, I).

这说明 HomOX |U (−, I|U ) 为正合，即 I|U 为入射对象。
第二个结论根据定义可以直接得到。

引理 7.6

设 I 为入射 OX-模。若 W ⊂ U 是 X 的开子空间，则 I(U)→ I(W ) 为满射。
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证明. 已知对于任意模 M，我们有

HomOX
(j!OX |U ,M) ∼= HomOX |U (OX |U , i∗M)

∼= M(U).

类似地，我们对于 W 有相应公式。
根据典范映射 j!OX |W → j!OX |U，计算其茎可得它是单射。应用 HomOX

(−, I) 即可得所需满
射。

这就引出下一节的关键概念。

7.2 松弛层

为计算层上同调，我们将入射层拓展为更广的一类 Γ(X,−)-零调对象（acyclic object），即松
弛层。

定义 7.7

设M ∈ OX-Mod。我们称 F为松弛（flasque或 flabby或 soggy）当且仅当对任意开集 U ⊂ X，
Γ(X,M)→ Γ(U,M) 总是满。

由定义可知对于松弛层 M，若有开集 V ⊂ U，则 Γ(U,M)→ Γ(V,M) 为满。

命题 7.8

1. 松弛层的直和因子必为松弛。
2. 若 0 // M // M′ // M′′ // 0 正合，且 M 松弛，则对任意开集 U，

0→ Γ(U,M)→ Γ(U,M′)→ Γ(U,M′′)→ 0

正合。
3. 若 0→M→M′ →M′′ → 0 正合，且 M 和 M′ 松弛，那么 M′′ 也是松弛。
4. 每个层都存在一个到松弛层的单态射。
5. 入射层总是松弛。
6. 若

Φ : (X,OX)→ (Y,OY )

为 R 上赋环空间态射且 M ∈ OX-Mod 松弛，则 Φ∗M 也是松弛。

证明. 1. 由定义可得。
2. 因 Γ(U,−) 为左正合，我们只需证明 Γ(U,M′)→ Γ(U,M′′) 为满。令 s′′ ∈ Γ(U,M′′) 且构
造集合

Λ := {(W, s)|s ∈ Γ(W,M′), s 7→ s′′|W}.

其上存在偏序：(W, s) ⩽ (V, t)⇔ W ⊂ V 且 t|W = s。取 (W, s) 为 Λ 中一极大元并假定
W ⊊ U。令 x ∈ U\W。于是存在 x 的开邻域 Ux 及截面 tx ∈ Γ(Ux,M

′) 使得 tx 7→ s′′|Ux
。

直接计算可知 s|W ⋂
Ux
− tx|W ⋂

Ux
∈ Γ(W

⋂
Ux,M

′)。由于 M 松弛，存在 r ∈ Γ(U,M) 且
r|W ⋂

Ux
= s|W ⋂

Ux
− tx|W ⋂

Ux
。取 t′ = tx + r|Ux

∈ Γ(Ux,M
′)。由 t′|W ⋂

Ux
= s|W ⋂

Ux
可

知，s 可以延拓到 W ∪ Ux 上，从而产生矛盾！
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3. 由条件 Γ(X,M′)→ Γ(U,M′) 为满。又由 (2)，Γ(U,M′)→ Γ(U,M′′) 也是满。从交换图

Γ(X,M′) // //

����

Γ(X,M′′)

��
Γ(U,M′) // // Γ(U,M′′),

可知 Γ(X,M′)→ Γ(U,M′′) 必为满。
4. 设 M 为层。我们定义一个新的层 M0, 使得对任意开集 U 有

M0(U) = {s : U →
⋃
x∈U

Mx|s(y) ∈My, ∀y ∈ U}

直接验证可知 M0 为层，且为松弛。对任意 U，显然存在自然嵌入 M ↪→M0(U)。这给
出单射 M→M0。（注：M0 叫作 M 的不连续截面层，sheaf of discontinuous sections）。

5. 上一节已经证明了这点。我们也能由 (4) 知入射层 I 可以嵌入一个松弛层 M，即有单态
射 I→M。此态射可裂，于是 I 为 M 的直和因子，从而松弛。

6. 利用 Φ∗ 的定义可知它保持松弛层。

根据以上讨论，我们发现松弛层可用来计算上同调。

注解 7.9

由命题可知，任意模 M 均存在一个松弛分解（flasque resolution），即有正合列

0 // M // M0
// M1

// · · ·

而 Mi 为松弛。应用 Γ(X,−)，可得上链复形

Γ(X,M∗)

及其上同调群
Hi
f (X,M) := Hi(Γ(X,M∗)), i ∈ N.

由于 {Hi
f (X,−)}i∈N 为一组 δ-函子，且

1. H0
f (X,−) = Γ(X,−)

2. Hi
f (X,−) 均为可擦除，i ⩾ 1。

于是由泛性质可知

Hi
f (X,−) ∼= Hi(X,−) : OX-Mod→ OX(X)-Mod.

7.3 高阶正像函子

上同调构造可以拓展为更一般的情况。
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定理 7.10

若 Φ = (f, φ) : (X,OX) → (Y,OY ) 为 R 上赋环空间态射，则左正合函子 Φ∗ 的右导出函子
（高阶正像函子）

RiΦ∗ : OX-Mod→ OY -Mod.

注解 7.11

若 Y = Pt 为单点空间，则 OY -Mod=R-Mod。从 (X,OX) 到 (Y,OY ) 存在唯一态射 Θ。在
此情况下 RiΘ∗ ∼= Hi(X,−)。

以下我们刻画 RiΦ∗。

定理 7.12

若 Φ = (f, φ) : (X,OX)→ (Y,OY ) 为 R 上赋环空间态射，且 M ∈ OX-Mod，则 RiΦ∗(M) ∈
OY -Mod 为以下模预层的层化：

V 7→ Hi(f−1(V ),M),

其中 V 为 Y 中任意开集。此处，V 实为赋环空间 (V,OY |V )，f−1(V )为赋环空间 (f−1(V ),OX |f−1(V ))，
而 Hi(f−1(V ),M) := Hi(f−1(V ),M|f−1(V )) 成为 OY (V )-模。

证明. 记 {Ψi(M)}i∈N 为上述预层的层化。则

Ψi : OX-Mod→ OY -Mod

为一系列函子，且 Ψ0 = Φ∗。
首先，说明 {Ψi}i∈N 为 Φ∗ 上的 δ-函子。取 OX-Mod 中的正合列

0 // M // M′ // M′′ // 0

由层上同调的性质，可得长正合列

· · · // Hi−1(f−1(V ),M′′) // Hi(f−1(V ),M)

uukkkk
kkkk

kkkk
kk

Hi(f−1(V ),M′) // Hi(f−1(V ),M′′)

uukkkk
kkkk

kkkk
kk

Hi+1(f−1(V ),M) // · · ·
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若 V ⊂W 为 Y 中开集，则有交换图

...

��

...

��
Hi−1(f−1(W ),M′′)

��

// Hi−1(f−1(V ),M′′)

��
Hi(f−1(W ),M)

��

// Hi(f−1(V ),M)

��
Hi(f−1(W ),M′)

��

// Hi(f−1(V ),M′)

��
Hi(f−1(V ),M′′)

��

// Hi(f−1(V ),M′′)

��
...

...

于是我们有 Y 上预层长正合列

· · · // Hi−1(f−1(-),M′′) // Hi(f−1(-),M)

uullll
llll

llll
ll

Hi(f−1(-),M′) // Hi(f−1(-),M′′)

uullll
llll

llll
ll

Hi+1(f−1(-),M) // · · ·

层化后，产生 Y 上长正合列（OY -模长正合列）

· · · → Ψi−1(M′′)→ Ψi(M)→ Ψi(M′)→ Ψi(M′′)→ · · ·

由此可判定 {Ψi}i⩾0 确为 Φ∗ 上的 δ-函子。
其次，验证 {Ψi}i⩾0 具有泛性质。为此我们证明 Ψi 为“可擦除”（effaceable），即对 ∀M ∈ OX-

Mod，存在单态射 µ : M → I 使得 Ψi(µ) = 0，i ⩾ 1。实际上只要取 I 为入射对象且 µ 为嵌入，
则由 Hi(f−1(V ), I) = 0，∀i ⩾ 1，可得 ΨiI = 0（从而 Ψi(µ) = 0），∀i ⩾ 1。

综上，Ψi ∼= RΦ∗。

7.4 经典层上同调的局限性

层论的进一步发展基于 Grothendieck 对经典层上同调局限性的认识，导致他对层论实施开拓
式升级改造。

定理 7.13: Grothendieck
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设 X 为不可约拓扑空间，且 K 为常数阿贝尔层。则

Hi(X,K) ≡ 0, ∀i ⩾ 1.

证明. 由于 X 不可约，其中每个开集必为连通。因此

K(U) = A,

其中 A 为固定阿贝尔群。这说明所有限制 K(U)→ K(V )，V ⊂ U，均为恒等，即 K 为松弛。

例 7.14

仿射簇（affine variety）Spec(k[x1, · · · , xn]/I) 不可约当且仅当 I 为素理想。

实际上 Grothendieck 定理的一般形式指出，对于维数 ⩽ d 的诺特拓扑空间 X，Hi(X,F) = 0

对任意 i > d 和任意阿贝尔层 F 都成立。这类结论说明经典层上同调理论用于仿射概形具有较大
的局限性，从而启发 Grothendieck 引入Grothendieck 拓扑及其上的层。简而言之，Grothendieck
拓扑比 Zariski 拓扑拥有更多“开集”。
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8 第八讲

设 X 为拓扑空间。考虑阿贝尔预层范畴 PSh(X,Ab)。整体截面函子

Γ(X,−) : PSh(X,Ab)→ Ab

为正合。然而我们仍然能够通过特定方式构造一类 δ-函子，能用于计算层上同调。
设 U = {Ui}i∈I 为 X 的开覆盖。对非负整数 p > 0，及 α := (i0, i1, · · · , ip) ∈ Ip+1，记

Uα =

p⋂
v=0

Uiv .

记 εq : I
p+2 → Ip+1 为“移除第 q 个分量”之映射。为了省事，我们也常常记 α = i0i1 · · · ip。

8.1 Čech 上同调

定义 8.1

设 A 为 X 上阿贝尔预层且 U = {Ui}i∈I 为一个开覆盖。令 C∗(U ;A) 为阿贝尔群复形，使得

Cp(U ,A) =

 0, p < 0∏
α∈Ip+1

A(Uα), p ⩾ 0

对 0 ⩽ q ⩽ p+ 1，设

∂q : Cp(U ,A)→ Cp+1(U ,A), (sα)α 7→ (tβ)β,

α ∈ Ip+1 且 β ∈ Ip+2，其中 tβ = sϵq(β)|Uβ
并且定义微分为

dp =

p+1∑
q=0

(−1)q∂q : Cp(U ,A)→ Cp+1(U ,A).

称 {C∗(U ,A); d∗} 为 U 和 A 的Čech 复形。记相应的上同调为

Hp(U ,A) = Hp(C∗(U ,A)), p ⩾ 0,

称为A 相对于 U 的 p-维 Čech 上同调。

上述定义可以推广到 X 的任意开子集 U 上：若 UU = {Ui}i 是满足 U = ∪iUi 的开覆盖，我
们能够定义 Hp(UU ,A) := Hp(UU ,A|U )。此时限制映射产生自然映射

A(U)→ C0(UU ,A) =
∏

i
A(Ui).

注解 8.2

如果 A 为层，那么直接计算表明

H0(U ,A) ∼= A(X) = Γ(X,A).

实际上，阿贝尔预层 A 为层当且仅当对任意开集 U，及其任意覆盖 UU，自然映射 A(U) →
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H0(UU ,A) 为同构。

假设 U = {Ui}i∈I 及 V = {Uj}j∈J 为 X 的两个开覆盖。如果存在加细映射 r : J → I 使
得 Vj ⊆ Ur(j), ∀j ∈ J，那么称 V 为 U 的一个加细（有时记为“V ⩾ U”）。这个加细映射诱导
r : Jp+1 → Ip+1 以及

γp : Cp(U ,A)→ Cp(V,A)

使得 γp[(sα)α] = (tβ)β 满足 tβ := sr(β)|Vβ
。可验证 γ∗ 为上链映射，因而诱导同态

γ̄ : Hp(U ,A)→ Hp(V,A).

特别地，我们有自然同态 γ̄X : Hp(U ,A)→ Hp({X},A)。

引理 8.3

设 r1, r2 : J → I 为加细映射，使得 V 为 U 的加细。则它们诱导相同映射

Hp(U ,A)→ Hp(V,A), ∀p ⩾ 0.

证明. 设 r1, r2 分别诱导
γ1, γ2 : C

∗(U ,A)→ C∗(V,A).

构造 hp : Cp+1(U ,A)→ Cp(V,A) 使得 (sα)α 7→ (tβ)β 且 tβ =
∑P

k=0(−1)ksβk
，而第 m 项

βmk =

{
r1(β

m), m ⩽ k;

r2(β
m−1), m > k,

其中 α ∈ Ip+2, β ∈ Jp+1, βk ∈ Ip+2,m ∈ {0, 1, · · · , p+ 1}。
通过直接计算可得 γ1 − γ2 = dh+ hd，因此 γ1 和 γ2 诱导上同调之间相同的映射。

若 A→ B 为阿贝尔预层态射，则它诱导同态

Hp(U ,A)→ Hp(U ,B).

定义 8.4

设 A 为阿贝尔预层。定义系数在 A 中的 X 的 p-维 Čech 上同调为

Ȟp(X,A) = lim−→U
Hp(U ,A).

如果担心 X 的所有开覆盖构成的不是集合，那么我们可以采用以下方法妥善解决此问题。

注解 8.5

令 R(X) 为 X 的特定开覆盖的集合，其元素为 X 的开覆盖 {Ux}x∈X 使得对 ∀x ∈ X，有
x ∈ Ux，即指标集取 I = X。
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在 R(X) 上可定义偏序

V ⩾ U ⇐⇒ ∀x ∈ X,Vx ⊆ Ux.

这实际上对应着加细映射 idX : X → X。它给出链映射

C∗(U ,A)→ C∗(V,A)

由此可定义 C∗(X,A) = lim−→R(X)
C∗(U ,A)。因为 lim−→R(X)

为正合，所以

Ȟp(X,A) = Hp(C∗(X,A)), ∀p ⩾ 0.

若 A→ B 为 X 上阿贝尔预层态射，则它诱导同态

Ȟp(X,A)→ Ȟp(X,B).

定理 8.6

函子组 {Ȟp(X,−)}p∈N 为
Ȟ0(X,−) : PSh(X,Ab)→ Ab

的右导出函子。

证明. 首先，设 0→ A→ A′ → A′′ → 0 为预层短正合列。对 U ∈ R(X) 产生复形正合列

0→ C∗(U ,A)→ C∗(U ,A′)→ C∗(U ,A′′)→ 0 。

应用 lim−→R(X)
，可得复形正合列

0→ C∗(X,A)→ C∗(X,A′)→ C∗(X,A′′)→ 0

这就产生了上同调的长正合列。
其次，对入射对象 I，我们说明 Ȟp(X, I) = 0, ∀p ⩾ 1。我们将说明 C∗(U , I) 总为正合。记

PU = ZHomPX
(−, U)。改写复形为

Cp(U , I) =
∏

α∈Ip+1
I(Uα)

=
∏

α∈Ip+1
Hom(PUα

, I)

∼= Hom(⊕α∈Ip+1PUα
, I).

由 Hom(−, I) 的正合性，只需证明预层复形 {
⊕

α∈Ip+1PUα
} 的正合性。实际上，只需对任意开集

V 证明 {
⊕

α∈Ip+1PUα
} 正合，即⊕

i

ZHom(V, Ui)
d←
⊕
i,j

ZHom(V, Ui ∩ Uj)
d← · · ·

正合。我们注意到每个 ZHom(V, Uα)都有一个自然基元素 ια，即包含映射，且有 d(ια) =
p∑
q=0

(−1)qιεq(α)。

现取定 ī ∈ I，使得 V ⊂ Uī。令

h :
⊕

α∈Ip+1

ZHom(V, Uα)→
⊕

α∈Ip+2

ZHom(V, Uβ)
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在基元素上 h(ια) = ι(̄i,α) 给定。直接计算可得 dh+ hd =Id，即 Id 同伦于零映射。于是讨论中的
复形确为正合。

注解 8.7

1. 由于层的正合列作为预层序列未必正合，所以限制到层范畴 Sh(X,Ab)上，{Ȟp(X,−)}p∈N

并非 δ-函子。但是当 A 为层，Ȟ0(X,A) ∼= Γ(X,A) ∼= H0(X,A)。
2. 因为遗忘函子 Sh(X,Ab) ↪→ PSh(X,Ab) 保持入射对象，对于 Sh(X,Ab) 的入射对象

I，Ȟp(X, I) = 0, ∀p ⩾ 1。

本讲将主要描述系数为阿贝尔（预）层的上同调，最后一节内容将它推广到任意模（预）层上。
如此编排的主要原因之一是我们将讨论皮卡群的上同调刻画，另一原因是特殊与一般情形技术差异
不大（参见以下注解）。

注解 8.8

设 (X,OX) 为 R 上赋环空间。对任意模预层 A，能类似产生 OX(U)-模复形同构

Cp(U ,A)
∼=Hom(⊕α∈Ip+1j!OX |Uα

,A)

∼=Hom(⊕α∈Ip+1OX(Uα)[Hom(−, Uα)],A),

其中OX(Uα)[Hom(−, Uα)]是由Hom(−, Uα)生成的自由OX(Uα)-模，并且预层复形 {
⊕

α∈Ip+1j!OX |Uα
}

正合。于是对于入射 OX-模 I，Cp(U , I) 正合从而 Hp(U , I) = 0，∀p > 0。由此可进一步说明
更一般的结论，即函子组 {Ȟp(X,−)}p∈N 为

Ȟ0(X,−) : OX-Mod→ OX(U)-Mod

的右导出函子。

8.2 Čech 上同调与半层化

定义 8.9

对于 X 上阿贝尔预层 A 以及任意开集 U，定义

A†(U) = Ȟ0(U,A) := Ȟ0(U,A|U )

由此产生一个预层 A†。若 A→ A′ 为态射，则有态射 A†(U)→ A′†(U)。因此我们获得一个函
子

(−)† : PSh(X,Ab)→ PSh(X,Ab).

下方结论中的分离预层（separated presheaf）概念在引入层的概念时出现过。
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命题 8.10

1. 对任意阿贝尔预层 A，A† 为分离。
2. 对任意阿贝尔预层 A，存在自然态射 A→ A†，使得当 A′ 为层时，任意态射 A→ A′

通过 A→ A† 唯一分解。
3. 若阿贝尔预层 A 为分离，则 A† 为层。
4. (A†)† ∼= A#

证明. 1. 设 U 为开集且 U 为其开覆盖。令 s̄ ∈ ker(A†(U)→
∏
iA

†(Ui))。我们要说明 s̄ = 0。
由于 s̄ ∈ A†(U) = Ȟ0(U,A) = lim−→V

H0(V,A)，所以存在某个 U 的开覆盖 V，使得存在元
素 s ∈ H0(V,A) 代表 s̄，即 s̄ 是自然映射 H0(V,A) → Ȟ0(U,A) 下的像。记 Vi = V ∩ Ui
为 Ui 的开覆盖，且 si 是 s 在 H0(V,A)→ H0(Vi,A) 下的像。则 si 代表

(s̄)i = A†(Ui ↪→ U)(s̄) ∈ A†(Ui) = Ȟ0(Ui,A).

由假设知 (s̄)i = 0。又由 Ȟ0(Ui,A) 的定义，存在某个加细 Wi ⩾ Vi 使得 H0(Vi,A) →
H0(Wi,A) 把 si 映到 0。因为 W = ∪iWi（⩾ V）为 U 的开覆盖，而 s 在 H0(V,A) →
H0(W,A) 下被映到 0，所以 s̄ = 0。

2. 对任意开集 U，A(U) = H0({U},A)，而后者存在到 A†(U) = Ȟ0(U,A)的自然映射。由此产
生 A→ A′。若 A′ 为层，则 A′ → A† 为同构。于是对任意态射 A→ A′ 产生 A† → A′† ∼= A′，
即有

A→ A† → A′

由极限的泛性质，这个合成恰好是事先给定的 A→ A′。下证分解的唯一性：若 A→ A′ 为
零态射，则 A† → A′ 必为零态射。设 U 为 U 的开覆盖。有交换图

H0(U ,A)

��

� � // ∏
i∈I

A(Ui)

0

��
A′(U) = H0(U ,A′) �

� // ∏
i∈I

A′(Ui)

这迫使 H0(U ,A)→ A′(U) 为零映射。于是

Ȟ0(U,A) = lim−→U
H0(U ,A)→ A′(U)

为零映射，也就是说 A†(U)→ A′(U) 为零映射。
3. 设 A 为分离。对 U 的每个开覆盖 U，首先证明 H0(U ,A) → Ȟ0(U,A) 为单。由此可得

H0({U},A) → Ȟ0(U,A) 为单，从而 A → A† 为单态射。为实现以上目的，我们可证明对
∀V ⩾ U，H0(U ,A)→ H0(V,A) 为单。记 V ∩ U = {Vi ∩ Uj}i,j 是（更细的）U 的开覆盖。
它提供两个加细映射 (a) {Vi ∩Uj}i,j ⩾ {Uj}j = U 及 (b){Vi ∩Uj}i,j ⩾ {Vi}i = V ⩾ U。由
前所述，两个加细诱导相同的映射如下

H0(U ,A) //

&&LL
LLL

LLL
LL

H0(V ∩ U ,A)

H0(V,A)

77ooooooooooo
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为证明结论。我们只需验证水平映射为单。而此映射来自交换图∏
jA(Uj)

// ∏
i,jA(Vi ∩ Uj)

H0(U ,A)
?�

OO

// H0(V ∩ U ,A)
?�

OO

从 A 分离可知上方水平映射为单。从而下方水平映射也单。
其次，我们证明

A†(U) // ∏
i

A†(Ui)
////
∏
i,j

A†(Ui ∩ Uj)

为等化子序列。由于 A† 为分离，所以左手映射为单。令

s̄ ∈ ker(
∏
i

A†(Ui)
////
∏
i,j

A†(Ui ∩ Uj) ),

且 s̄i ∈ A†(Ui)为第 i个分量。对于每个 i，取 Ui 的开覆盖Wi = {Wik}k 及 si ∈ H0(Wi,A)

代表 s̄i。又令 s1ij 为 si 下述映射下的像

H0(Wi,A)→ H0(Wi ∩Wj ,A)。

类似地，s2ij 为 sj 在
H0(Wj ,A)→ H0(Wi ∩Wj ,A)

下的像。易见 s1ij 与 s2ij 在 A†(Ui ∩ Uj) 中代表的元素，分别是 s̄i 和 s̄j 在 A†(Ui) →
A†(Ui ∩ Uj) 以及 A†(Uj)→ A†(Ui ∩ Uj) 下的像。从 s̄ 的假设可知它们相等。因此

s1ij = s2ij ∈ H0(Wi ∩Wj ,A) ⊂
∏
k,l

A(Wik ∩Wjl),

且 s′ = (si)i ∈ H0(W,A)，其中 W = ∪iWi 为 U 的开覆盖。我们有 s̄′ ∈ A†(U)，而它在
A†(U)→

∏
iA

†(Ui) 下的像为 s̄。
4. 由 (2)、(3) 立即可得。

根据上述结论，我们形象地称函子 (−)† 为半层化（half-sheafification）。
我们前面已经根据定义指出，对于任意阿贝尔层 A，H0(X,A) ∼= Ȟ0(X,A)。对于一维上同调

也有同样结论。

命题 8.11

对于任意阿贝尔层 A，H1(X,A) ∼= Ȟ1(X,A)。

证明. 考虑合成函子（恒等）

Sh(X,Ab) ι→ PSh(X,Ab) (−)#

→ Sh(X,Ab).

由于层化是正合函子，所以相应的 Grothendieck 谱序列迫使 Rjι(A)# = 0, ∀j > 0，从而由分离性
可得 Rjι(A)† = 0, ∀j > 0。

再考虑合成函子 (−)†ι

Sh(X,Ab) ι→ PSh(X,Ab) (−)†→ PSh(X,Ab).
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相应的 Grothendieck 谱序列应用到 A 上为

Ȟi(X,Rjι(A)) = Ei,j
2 ⇒ Ei,j

∞ = Hi+j(X,A)

且其边缘态射是
Ȟi(X,A) = Ei,0

2 ↠ Ei,0
∞ = Hi(X,A).

由于 E0,j
2 = Rjι(A)† = 0, ∀j > 0，所以当 i = 0, 1, 2 时，Ei,0

2 ↠ Ei,0
∞ 为同构。但当 i = 0, 1 时，

Ei,0
∞ = Hi(X,A)。于是我们得证。

8.3 Čech 上同调与皮卡群

设 (X,OX) 为赋环空间，其中 OX 是交换环层，且 M 为可逆 OX-模。则
1. 存在 X 的开覆盖 U = {Ui}i∈I 使得 M|Ui

∼= OX |Ui
；

2. 对 ∀i, j，有 OX |Uij
∼= OX |Uji

（∼= M|Uij
）。

从第六讲可知，(2) 相当于给出可逆元素 sij ∈ OX(Uij)，而同构为“乘以 sij”。

考虑阿贝尔预层 O∗
X，使得对任意 U，O∗

X(U) := (OX(U))∗ = {OX(U) 中可逆元}（运算为乘
法）。

引理 8.12

阿贝尔预层 O∗
X 是层。

证明. 设 U 为 X 的开子集，U = {Uα}α∈I 为一个开覆盖且 {sα ∈ O∗
X(Uα)}α 满足条件

sα|Uαβ
= sβ|Uβα

, ∀α, β ∈ I.

从 OX 为层可知存在唯一 s ∈ OX(U)，使得 s|Uα
= sα。同理 {s−1

α ∈ O∗
X(Uα)}α 确定唯一

s′ ∈ OX(U)。由于 (ss′)|Uα
= s|Uα

s′|Uα
= 1OX(Uα) 且 (s′s)|Uα

= s′|Uα
s|Uα

= 1OX(Uα)，所以我们必
有 ss′ = s′s = 1OX(U)，从而 s ∈ O∗

X(U)。这说明 O∗
X 确实是阿贝尔层。

上述 {sij} 提供了
s = (sij)ij ∈ C1(U ,O∗

X) =
∏
i,j

O∗
X(Uij).
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又由于 (2) 中同构在 Uijk 上匹配，所以对 β = ijk 有

d1s = d1(sij)ij

= sε0(β)|Uβ
s−1
ε1(β)
|Uβ
sε2(β)|Uβ

)β∈I3

= (1β)β∈I3 ,

其中 ε0(β) = jk，ε1(β) = ik，ε2(β) = ij。因此 s 是一个上闭链，属于

Z1(U ,O∗
X) = ker[C1(U ,O∗

X)→ C2(U ,O∗
X)].

反之，给定 s ∈ Z1(U ,O∗
X)，我们可以（通过黏合 OX |Uij

等）构造一个可逆 OX-模 Ms。
以上引入了一个阿贝尔群同态

ζU : Z1(U ,O∗
X)→ PicX.

若 s ∈ ker ζU，则 Ms = ζU(s) ∼= OX。我们现在说明

s = (sij) ∈ Im(C0(U ,O∗
X)→ C1(U ,O∗

X))

取单位元 1 ∈ Γ(X,O∗
X)。由 Γ(Ui,OX)

∼=→ Γ(Ui,Ms) 可得 1|Ui
的像 ti ∈ Γ(Ui,Ms)，其中 ti ∈

Ms|Ui
(Ui) ∼= OX |Ui

(Ui) 可逆。由 (2) 可得对 ∀i, j ∈ I，在 Uij 上有 tj = sijti。这说明 s 为上边缘，
即有

d0(ti)i = (tε0(β)t
−1
ε1(β)

)β∈I2 = (sij).

综上，ζU 诱导单同态 ζ̄U : H1(U ,O∗
X)→PicX。

由于任意一个可逆模 M 总存在 X 的某个覆盖 V，使得 M 为 ζ̄V 的像，所以通过取极限我们
有以下结论。

定理 8.13

PicX ∼= Ȟ1(X,O∗
X)
∼= H1(X,O∗

X)。

8.4 一般情况

我们集中探讨模的 Čech 上同调，并进一步展现 Čech 上同调与层上同调之间的联系。特别地，
我们证明模的上同调与将其看作阿贝尔层的上同调一致。
第一小节中关于 Čech 上同调是导出函子的注解包含以下结论。

引理 8.14

设 (X,OX) 为赋环空间。对任意入射模 I 以及任意 p > 0，Hp(U , I) = 0。

引理 8.15

设 (X,OX) 为赋环空间，并给定 OX-模的短正合列

0→ N→ L→M→ 0
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若对 X 的开子集 U，存在共尾开覆盖 U = {Ui}i 使得 H1(U ,N) = 0，则 L(U) →M(U) 为
满射。

证明. 任取 s ∈M(U)。根据共尾条件，可取一个开覆盖 U 满足：H1(U ,N) = 0 且存在 si ∈ L(Ui)，
使得 s|Ui

∈M(Ui) 是 si 的像，∀i。构造

{sij = sj |Uji
− si|Uij

∈ N(Uij)}i,j

从 H1(U ,N) = 0可知，我们能找到 ti ∈ N(Ui)满足 sij = tj |Uji
−ti|Uij

，∀i, j。于是 {si−ti ∈ N(Ui)}i
满足黏合条件，产生 N(U) ⊂ L(U) 中一个元素，并被映到 s ∈M(U)。

引理 8.16

设 (X,OX) 为赋环空间，并给定 OX-模 M。若对 X 的开子集 U 和任意开覆盖 U = {Ui}i，
Hp(U ,M) = 0，∀p > 0，则 Hp(U,M) = 0，∀p > 0。

证明. 取 M 的入射包 I，并构造模的短正合列

0→M→ I→ Q→ 0.

根据对满态射的刻画，可知总存在前序结论条件中的共尾覆盖，因而以上也是模预层正合列。应
用 Čech 上同调的长正合列，可知 Q 也满足本引理条件。

现在考虑层上同调的长正合列

0→ H0(U,M)→ H0(U, I)→ H0(U,Q)→ H1(U,M)→ · · ·

由于 H1(U, I) = 0 且 H0(U, I) → H0(U,Q) 为满射，所以有 H1(U,M) = 0。同样方法表明
H1(U,Q) = 0，因而可以推出 H2(U,M) = 0。通过递推，我们得证。

命题 8.17

设 Φ = (f, φ) : (X,OX) → (Y,OY ) 为赋环空间态射。令 I 为入射 OX-模。则对 Y 的任意开
子集 V 和任意开覆盖 V 以及 ∀p > 0，

1. Hp(V,Φ∗(I)) = 0，且
2. Hp(V,Φ∗(I)) = 0。

这说明 Φ∗I 是 Γ(V,−)-零调对象。

证明. 令 U = {f−1(Vi)|Vi ∈ V}。它是 f−1(V ) 的一个开覆盖，并有 C∗(V,Φ∗I) ∼= C∗(U , I)。这给
出 1 的证明，由此进一步给出结论 2。

命题 8.18

设 Φ = (f, φ) : (X,OX)→ (Y,OY )为赋环空间态射。令 V 为 Y 的开子集。则 φ : OY → f∗OX
诱导产生

ResϕY
Γ(X,−) = Γ(Y,−)Φ∗ : OX-Mod→ OY (Y )-Mod

以及对 ∀p ⩾ 0

ResϕY
Hp(X,−) = Hp(Y,Φ∗(−)) : OX-Mod→ OY (Y )-Mod
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对于任意模 M，我们记 Mab 为承载它的阿贝尔对象。上述结论说明，将任意模 M 看作阿贝
尔层去计算，所得上同调不变。

推论 8.19

设 Φ = (f, φ) : (X,OX)→ (Y,OY ) 为赋环空间态射，并给定 OX-模 M。则
1. 对 X 的任意开子集 U，

Hp(U,M)ab ∼= Hp(U,Mab),

2. 并有函子同构
(RpΦ∗(M))ab ∼= RpΦ∗(Mab).
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