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1 缘起：从方程到 Galois 理论

前言

时间过得真快,这个近世代数讲义上次是
2020 年秋完成的,其中不完善的地方长期没有
得到修正和更新．最近发现很多同学在阅读
2020 年版的讲义,我想借本学期上《近世代数》
的机会对讲义进行修订．

本讲义是 2020 年版在线讲义基础上的修
订． 我们将在微信公众号的合集中逐步替换原
有内容．
顾名思义,近世代数讲的是发生在相对比

较近代的代数故事．当然,由于咱们的教科书
动不动就讲这个理论两千年以前就有人知道
了,我们现在讲的近世代数的故事就相对来说
比较近,其绚丽的开端大致在 200 年以前,并戏
剧性的改变了代数以及数学的面貌．可以说,如
果没有 200年前那灿烂的绽放,就没有我们今天
的电脑,手机, 4G, 5G,也就没有咱们的 WeMath
公众号．

1

缘起: 解代数方程

请原谅我还是要将这个故事扯到两千年前．在
人类的历史变迁中,可以说长期与方程斗智斗勇．对
于线性方程组,中国人在《九章算术》里就给出了加
减消元的解法,可以说是被人类轻松“碾压”．
但还有一类方程,人类到目前为止都不能说是

完整的战胜,它就是“代数方程”,即为
f(x) = 0

形式的方程,其中 f(x) 是一个关于 x 的多项式．不
服气的话,大家可以试试

x5 − x+ 1 = 0,
看看能不能在“有生之年”找到它在复数 C 内的精
确解 (游戏规则：不能用级数或者极限来表示!)．
为了简便起见,本节的多项式都是有理数作为

系数的多项式.
当然有人会说,我们有代数学基本定理, f(x) 在

C[x] 可以分成一次因式的乘积,就像这样

f(x) = a(x− c1)
n1 · · · (x− cr)

nr

其中 c1, · · · , cr 都是复数,它们恰为 f(x) = 0 在 C
中的根．但如果要让你告诉我这些 c1 到 cr 都等于
多少呀 ? 是不是就傻眼了！
对于二次的代数方程 x2 + bx+ c = 0,如果不考

虑负数开平方根的问题的话,这个方程也早已被人
类征服,它的根是

x =
−b±

√
b2 − 4c

2

而三次和四次代数方程却直到 16 世纪才被人类搞
定,其大体的传说如下:

1515 del Ferro 首先发现了一类三次方程的
解法,但没有公开,只是临死前告诉了
他的学生 Antonio Fior

1535 Fontana(江湖人称 Tartaglia) 重新发
现了三次方程的解法, 并赢得了 Fior
的挑战．Cardano 向 Tartaglia 求解
法,在 Cardano 发誓保守这个秘密后
获得了三次方程解法．

1545 后来 Cardano 发现了 del Ferro 原来
已经知道三次方程的解法了, 觉得这个
不再是秘密, 公开也不算违背誓言,于
是在他的书《Ars Magna》中公开了这
个解法
Cardano 的学生 Ferrari 更是在这个基
础上找到了 4 次方程的解法
据说 Tartaglia 非常生气, 向 Cardano
发起挑战, 但 Cardano 拒绝了他. Fer-
rari 迎接了 Tartaglia 挑战, 并且战胜
了他!

三次方程
x3 + ax2 + bx+ c = 0

总可以通过用 x− a/3 替换 x 将方程化为
x3 + px+ q = 0

的形式．如果
4p3 + 27q2 ⩾ 0,

此时方程的一个根是

3

√
−q

2
+

√(q
2

)2
+
(p
3

)3
+

3

√
−q

2
−
√(q

2

)2
+
(p
3

)3
这里大家发现,它们的根都是方程的系数经过加、减、
乘、除以及开若干次方得到,我们把这些运算统一称
为代数运算,于是大家都“脑 (zi)洞 (ran)大 (er)开
(ran)”的问:

1



问题 1 . 对于有理系数多项式 f(x),其在 C中
的根是否都可以通过它的系数,经过有限次的
代数运算得到 ?

或者更大胆的问

问题 2 . 对一般的 n 次有理系数多项式
f(x), f(x) = 0 的根是否有统一的求根公式,而
这个公式的表达式中只有其系数的有限次代数
运算 ?

在 Ferrari 找到 4 次代数方程的解法以后,很多数学
家都致力于寻找 5 次以上代数方程的求根公式．出
于信仰,大家都相信

这个公式一定是存在的！
其中,我们亲爱的 Lagrange(拉格朗日) 同学做了特
别辛苦的努力．

2

拉格朗日的努力

拉格朗日先生 (1736-1813) 发现了一件很酷的
事情. 对于 3 次代数方程

x3 + px+ q = 0

来说,假设它的三个根为 x1, x2, x3.
如果我们不着急直接求出这三个根,而是“曲线

救国”: 令

ω =
−1 +

√
3 i

2

y1 = (x1 + ωx2 + ω2x3)
3

y2 = (x1 + ω2x2 + ωx3)
3

这里从 y1 出发置换 x1, x2, x3 的位置可能得到的多
项式只有 y1, y2. 因此 y1+ y2 和 y1y2 都在 x1, x2, x3

的置换下不动,是关于 x1, x2, x3 的对称多项式．利
用根与系数关系,如果你足够耐心的话,你会发现

y1 + y2 = −27q

y1y2 = −27p3

因此, y1, y2 就是关于 y 的方程
y2 + 27qy − 27p3 = 0

的两个根,也就是说你可以先通过求一个 2 次方程
求出 y1 和 y2, 然后用

3
√
y1 + 3

√
y2

3

求原方程的根,这里 3
√
y1 和 3

√
y2 的取值满足：

3
√
y1 · 3

√
y2 = −3p

更酷的是,他发现 4 次方程居然也可以这么干！ 具
体来说,对于 4 次方程

x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0

来说,首先,我们也可以将 x 替换成 x− a/4 的话,就
可以消掉 x3 项,让方程变为

x4 + qx2 + rx+ s = 0

的形式.
假设它在 C 中的四个根为 x1, x2, x3, x4．拉格

朗日同学发现下面的 y1, y2, y3

y1 = (x1 + x2)(x3 + x4)

y2 = (x1 + x3)(x2 + x4)

y3 = (x1 + x4)(x2 + x3)

是关于 y 的三次方程
y3 − 2qy2 + (q2 − 4s)y + r2 = 0

的根 (跟上面一样, y1, y2, y3 是从 y1 出发置换 xi 的
位置能产生的所有不同的多项式)．先解这个三次方
程,求出 y1, y2, y3,然后再利用上面的三个等式去求
出 x1, x2, x3, x4．由

x1 + x2 + x3 + x4 = 0

(x1 + x2)(x3 + x4) = y1

可知
x1 + x2 和 x3 + x4

是关于 t 的二次方程
t2 + y1 = 0

的根．因此,可假设
x1 + x2 =

√
−y1 和 x3 + x4 = −

√
−y1

类似的有
x1 + x3 =

√
−y2 和 x2 + x4 = −

√
−y2

x1 + x4 =
√
−y3 和 x2 + x3 = −

√
−y3

这里需要注意的是,通过计算可以发现,由根与系数
关系,这里平方根的取值需要满足

√
−y1 ·

√
−y2 ·

√
−y3 = −r.

根据这些平方根的取值可得原方程的解

x1 =

√
−y1 +

√
−y2 +

√
−y3

2

x2 =

√
−y1 −

√
−y2 −

√
−y3

2

x3 =

√
−y2 −

√
−y1 −

√
−y3

2

x4 =

√
−y3 −

√
−y1 −

√
−y2

2
.

2



所以拉格朗日的想法是:

对于一个 n 次代数方程,能不能通过先解一个
n − 1 次方程 (称为原方程的一个预解式),然后
利用这个 n − 1 次方程的根去求原来那个 n 次
方程的根 ?

令人无比可惜的是,对一般的 5 次方程,拉格朗日怎
么也找不到 4次的预解式．因此,拉格朗日怀疑 5次
以上的代数方程可能没有根式解公式．

3

Abel-Ruffini 定理

Ruffini 就在 1799 年率先表示一般 5 次以上的
代数方程不 (im) 可 (possi) 能 (ble)有根式解公式
(问题2所要求的)！但很快大家发现他的证明有严重
的漏洞！

Abel(1802-1829)

20多年后,年轻的 Abel(1802-1829)完整的证明
了这个结论,也就是

定理 1.1 Abel-Ruffini 定理. 一般的 n ⩾ 5

次代数方程没有问题2所要求的根式解公式.

实际上 Abel 对问题1也进行了更多的讨论,也是就
是虽然没有求根公式,但某些具体的高次方程的根
还是可以由有理数经过代数运算得到的,比如 x5 =

2.
Abel 这些内容都公开的发表在最早的数学杂志

crelle 上,也正好是发表在 crelle 的第一期．其中, 证
明五次以上代数方程没有统一的求根公式就是下面
这篇

Abel, N. H. , Beweis der Unmöglichkeit, alge-
braische Gleichungen von höheren Graden als
dem vierten allgemein aufzulösen. Crelle 1
(1826), 65–84.

题目点对点翻译下:
• Beweis(证明)
• Unmöglichkeit(不可能性)
• algebraische Gleichungen(代数方程)
• höheren Graden als dem vierten(高于五次)
• allgemein aufzulösen (一般解法)

如果大家感兴趣,而你的大学又买了在线期刊,你
还可以在网上查到这篇论文,它是由德语写的,虽然
Abel 是挪威人．

4

20 岁 Galois 的刹那芳华

也是在那个年月里,更年轻的Galois(中文名: 伽
罗瓦) (1811-1832),受拉格朗日想法的启发,创造性
地引入了改变数学历史进程的一个概念：群．(见下
期)

Galois(1811-1832)

比较简单的群的例子是 {1, 2, · · · , n} 这个集合
到自身的一一映射的全体 Sn, 实际上就是 1 到 n 的
所有排列的全体,有 n! 个元素．

给定任意一个有理系数多项式 f(x), Galois 的
办法是：
他能够从f(x)出发找到一个有限群,这个群现在

称为 f(x) 的 Galois 群,记作Gal(f). Galois 证明
了:

3



定理 1.2 . f(x) = 0 可以根式解当且仅
当Gal(f) 是可解群． (见下期)

可解群这个性质我们到下一期再说,但有一点可以
告诉大家,前面说的多项式 x5 − x + 1 的 Galois 群
是 S5, 而 S5 不具有上面所说的特殊性质！
也就是说 x5−x+1 = 0不能根式解！这里比较

有意思的是,如果你直接思考 x5 − x+ 1 = 0 是否可
以根式解可能十年、二十年也找不到可行的思路,但
如果要验证一个 120 个元素的群是不是可解群至少
可能通过穷举来实现．

Galois 的创造在过去的近两百年中最重要的应
用包括物理、化学分子结构、信息编码、信息加密等
重要的领域．令人无比扼腕叹息的是:
我们年轻的 Abel 因为穷 + 病在 26 岁就告别

了他热爱的数学和亲爱的女朋友．
Galois 更是在不到 21 岁就卷入一场未知原因

的决斗而丧命！
他们的刹那芳华在数学和科技的发展史上留下

了光辉的一笔,天知道他们如果活久一点,今天的数
学会是什么样子！
下期我们来仔细说道说道 Galois 到底说了个

啥！

2 Galois 群

本期前言

上期我们听 Galois 说:

定理 2.1 . 代数方程 f(x) = 0 可以根式
解,当且仅当,其对应的 Galois 群Gal(f)是
可解群.

我们将分两期说明什么是“Galois 群”,什么是
“可解群”．

这一期,我们就来说说有理系数多项式
f(x) 的Galois 群到底是什么．

1

万物之对称性

或许我们或多或少都听起别人说过, Galois 是
考虑了代数方程根的对称性．

当我第一次听说这句话的时候,我非常的疑惑:
这些根有什么对称性可言呢 ?
实际上在 19 世纪,在数学、物理等多个领域不

约而同的出现了同样一种想法：

利用事物的对称性来解决问题

这个想法在物理和化学中起到了很大的作用,比如
化学中很多晶体的内部结构在能够精确测定前很久
就已经利用其对称性预测出来了．

我们从最简单的图形开始．大家来感受一下这
些图形: 正三角形、正方形、正方形中带个图案,看
看它们的对称性有什么不同 ?

qqqqqqqqqq

MMMMMMMMMM

??????
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Q ������ ��
��
�

??
??

??
QQQQQ��

��
�������

根据我们的直观感觉,正三角形的对称性可以这样
描述：

• 可以绕其中心旋转 0, 2π/3, 4π/3 都能
保证与原来的图形重合

• 可沿着其三条对称轴翻折,同样能保证
与原来图形重合
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也就是说, 正三角形有六种我们“认可”的变化
方式,使得变化后的图形与原图形重合．
同样的,正方形有四种旋转变化,和四种翻折变

化,共 8 种变化,使得变化后图形与原图形重合．
如果你仔细看最后一种图形的话,你会发现它

沿原来正方形的四个对称轴翻折不会与原来的图形
重合,只有绕中心旋转 0, π/2, π, 3π/2四种变化能使
得变化后图形与原图形重合．

那我们怎样描述这些图形的对称性呢 ? 最简单
的当然是把所有我们“认可”的变化记录下来．

2

如何优雅的描述对称性

上面记录图形的对称性的做法虽然不错,但不
够酷,不够优雅．数学上描述一件事情很多时候都追
求“帅、酷、美”且逻辑严格．

那怎样优雅的、数学的描述对称性呢 ?
实际上,在我们说旋转,翻折的时候,已经不自觉

的把图形先放到了一个我们非常熟悉的空间中．就
是这样

//

OO

qqqqqqqqqq
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R2

而旋转、翻折恰为 R2 中的正交变换．我们记 R2 上
所有正交变换的集合为 O(R2).
记正三角形为 ∆,我们先将其中心放置于 R2 的

原点,一个顶点放置于 x 轴上．

这样你会发现,我们上面描述的正三角形的 6
种变化恰为所有 R2 上的使得变化前后正三角形区
域重合的正交变换的全体．

因此,我们可以这样“优雅”的表示正三角形的
对称性:

S(∆) := {σ ∈ O(R2) | σ(∆) = ∆}
当然根据实际情况的不同,其对称性可能会打折
扣,比如我们把这个正三角形的中心钉在一个平板
上,这样翻折将没有办法实施．
这种情况下,我们就需要缩小允许的变换范

围,制定新的游戏规则：只允许旋转变换．

记所有 R2 上的旋转变换为 SO(R2),则在这个
新的游戏规则下正三角形的对称性应记为

S(∆) := {σ ∈ SO(R2)|σ(∆) = ∆}
总结一下,怎样描述事物的对称性:

• 记事物为 ∆

• 将 ∆ 放入一个“空间”V 中
• 根据需求考虑 V 上的某些变换 (比如上面
的正交变换),记这些变换全体为 T (V )

• 那么 ∆ 在这种情况下的对称性可记为
S(∆) := {σ ∈ T (V ) | σ(∆) = ∆}

3

根的对称性与 Galois 群

这期的最后,我们来看一下,
Galois 群到底是个什么东西 ?

给定一个有理系数多项式 f(x), 根据代数学基本定
理,它在 C 中可以分解成一次因式的乘积．假设它
在 C 中的所有互不相同的根为

∆ = {ξ1, ξ2, · · · , ξr}
现在我们要考虑它的对称性,根据经验,我们需要看
∆ 到底在怎样的一个“空间”里,这里 Galois 给我
找了个不大不小的空间E是

C 中将 Q∪∆ 中的元素经过有限步加、减、乘、
除得到的元素的全体．

这个 E 后面被称为是 f(x) 在 Q 上的分裂域．
那 Galois 需要的 E 上的变换是什么呢 ?

需要那些双射 σ : E −→ E, 满足
• σ 保持加法和乘法,即 ∀a, b ∈ E,

σ(a+ b) = σ(a) + σ(b)

σ(ab) = σ(a)σ(b)

• σ(a) = a, ∀a ∈ Q (实际上,这一条可由
上一条推出)

满足上面条件的 σ 称为 E 的 Q 自同构,所有这些 σ

构成的集合记为 AutQ(E),称为 E 的 Q-自同构群.
有意思是的,满足上面的条件的 σ 就已经满足

σ(∆) = ∆ 了,证明如下:

证明. 假设
f(x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0

其中 a0, a1, · · · , an ∈ Q.
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如果 ξ ∈ ∆,即 ξ 是 f(x) 的根, 即
anξ

n + · · ·+ a1ξ + a0 = 0

两边用 σ 作用
σ(anξ

n + · · ·+ a1ξ + a0) = σ(0) = 0.
由于 σ 保持加法和乘法,又固定有理数,特别的,

σ(ai) = ai, i = 0, · · · , n
因此,上面的式子就变成

anσ(ξ)
n + · · ·+ a1σ(ξ) + a0 = σ(0) = 0.

所以 σ(ξ) 依然是 f(x) 的根．
所以 σ(∆) ⊆ ∆,但 σ 是双射,特别的是单射,而

∆ 是个有限集合,因此 σ(∆) 必然跟 ∆ 有同样多的
元素,又是 ∆ 的子集,因此 σ(∆) = ∆.

Galois 眼中 f(x) 的所有根的对称性可以描述
为

Gal(f) : = {σ ∈ AutQ(E) | σ(∆) = ∆}

= AutQ(E)

称为 f(x) 的Galois 群．给两个例子感受一下．

例 1 .

f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)

g(x) = x2 + 1

对于 f(x) 来说,其根的集合
∆ = {1, 2, 3, 4, 5}

由于 ∆ ⊆ Q,因此上面取的空间 E = Q．
从 Galois 群的定义,可以得知 Gal(f) 中的

元素只有 Q 到自身的恒等映射,即
Gal(f) = {id}

对于 g(x) = x2 + 1 来说,其根的集合为
∆ = {±i}

通过简单研究可以发现,分裂域 E 为
E = {a+ bi|a, b ∈ Q}

由于 Gal(g) 中的 σ 必须把 g(x) 的根映为 g(x)

的根,因此 i 在 σ 下的像只能是 ±i．
这样,根据 Galois 群的定义,很容易发现

Gal(g) = {id, σ}
有两个映射,一个是 E 到自身的恒等映射 id,另
一个是 E 到 E 的映射 σ,它将 a+bi映为 a−bi.

因此,给人的感觉是 f(x)的根越复杂,其 Galois
群就越复杂；多项式的次数高不一定意味着 Galois
群更复杂．
那到底 Gal(f) 满足什么性质, f(x) = 0 才可以

根式解呢 ? 且看下回.

注 1 . 假设有理系数多项式 f(x) 在 C 中有 r

个互不相同的根
ξ1, ξ2, · · · , ξr

令 Sr 为 1, 2, · · · , r 这 r 个数的置换,即 {1, 2,
· · · , r} 到自身的所有双射组成的集合．f(x) 的
Galois 群也可以直观的理解为保持这 r 个根之
间的代数关系的置换组成的集合,即 Gal(f) 由
所有满足下面条件的置换 σ 组成：

对任意 r 元多项式 g,
g(ξ1, ξ2, · · · , ξr) = 0

当且仅当
g(ξσ(1), ξσ(2), · · · , ξσ(r)) = 0

也就是说在应用 σ 置换这些根的位置,不
改变它们之间的代数关系 (用多元多项式来体
现的关系)．
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3 群的定义

本期前言

上一期,我们描述了一个集合 (物体 ? 图
形 ? Whatever) 的对称性．一个多项式 f(x) 的
Galois 群 Gal(f) 也是通过其根集的对称性给
出．
本期我们说说到底 Gal(f) 具有什么样的

性质才能使得 f(x) = 0 可以根式解．

1

群的定义

写到第三期了,还没有介绍群的定义！真是令人
发指！
先回顾下具体的“群”,一个正三角形 ∆,将其

中心放在平面 R2 坐标原点,那么 ∆ 的对称性由下
面这个“群”来描述．

S(∆) := {σ ∈ O(R2) | σ(∆) = ∆)}
这里 O(R2) 是 R2 上所正交变换的全体．

稍加观察,可以发现这个集合有以下特点:

• R2 恒等映射属于 S(∆)

• S(∆) 中两个映射的复合依然属于
S(∆)

• 映射的复合满足结合律, 即
σ(τθ) = (στ)θ

对所有的 σ, τ, θ ∈ S(∆) 成立
• S(∆) 中映射的逆映射还在 S(∆) 中．

群的定义正是由上面这些特点抽象而来．

定义 3.1 . 假设非空集合 G 上有二元运算“·”
G×G −→ G

(x, y) 7→ x ·y 我们称 (G, ·)是一个群(group),如
果下面几条性质成立:

1. 结合律:
x · (y · z) = (x · y) · z, ∀x, y, z ∈ G

2. 有单位元: 存在 e ∈ G 使得
e · x = x · e = x, ∀x ∈ G

3. 有逆元: ∀x ∈ G,存在 y ∈ G 使得

x · y = e = y · x

请大家各自找找这几条性质与上方的 S(∆) 的
几个特点的对应关系．
从 S(∆) 抽象出后面这个群的定义并不是一件

容易的事情,经过了很多数学家的努力才得到今天
这个版本．
很多时候,为了记号简便,我们会省略运算 ·,将

群 (G, ·) 记为群 G, a · b 也经常被记为 ab.

单位元、逆元唯一性

在定义3.1中, e 称为群 G 的单位元 ．但这里有
个问题,会不会有多个单位元呢 ?
实际上,如果 e, e′ 都是 G中的单位元,根据单位

元的性质,很容易发现:
e = ee′ = e′

因此群 G 中的单位元是唯一的！定义3.1中群 G 的
两个元素 x, y 满足

xy = e = yx

称 y 是 x 的逆元,记为 x−1．(与矩阵的逆对比一下)
每个元素的逆元也是唯一的！实际上,如果 x有

两个逆元 y 和 z,那么
y = ye = y(xz) = (yx)z = ez = z

按照这个定义,上期考虑的 S(∆), Gal(f) 在映射复
合这个运算下构成群,其单位元都是恒等映射,而每
个双射的逆元为其逆映射．
不仅如此,这个抽象的定义把很多我们平时所

熟知的集合变成了群,验证下面这些是群．
集合 运算

Z 整数加法
R∗ 非零实数 实数乘法
GLn(R) 所有 n 阶可逆矩阵 矩阵乘法
SLn(R) 所有行列式为 1 的 n 阶方阵 矩阵乘法
Sn : {1, · · · , n} 到自身的所有双射 映射复合
上面这些例子中
(Z,+) 的单位元是 0, 整数 i 的逆元是 −i

GLn(R) 中的单位元是单位矩阵 I,矩阵 A 的逆
元是其逆矩阵 A−1

群中消去律

在群 (G, ·) 中,如果有
ax = ay

两边左乘 a−1, 则有
a−1(ax) = a−1(ay)

根据运算的结合性,我们得到
(a−1a)x = (a−1a)y,

由于 a−1a = e, 所以

7



x = ex = ey = y.
也就是说,在群中左边的消去律成立．类似的,右边
的消去律也是成立的．

引理 3.2 . 假设 G 是一个群, a, x, y ∈ G. 那么

ax = ay⇒x = y

xa = ya⇒x = y

2

子群及其判定

G 的某些子集 H 在 G 的运算下依然是群．比
如: GLn(R) 是所有 n 阶可逆实矩阵构成的集合,它
在矩阵的乘法下构成群, SLn(R) 是行列式为 1 的 n

阶实矩阵构成的全体,它是 GLn(R) 的子集,它关于
矩阵的乘法依然是群．

定义 3.3 . 假设 (G, ·) 是一个群,H ⊆ G 是 G

的非空子集. 如果 (H, ·)也是一个群,我们称 H

为 G 的一个子群(subgroup), 记作: H ⩽ G.

例如:

• SLn(R) ⩽ GLn(R)
• mZ ⩽ Z, 这里 m 为正整数, mZ :=

{mi|i ∈ Z}
• 对任意群 G, G ⩽ G, {e} ⩽ G

群 VS 子群

假设 H 是群 G 的一个子群．
由于 (H, ·)也构成群,至少 H 中两个元素做“·”

后还在 H 中,即
h1 · h2 ∈ H, ∀h1, h2 ∈ H

H 中有自己的单位元 eH . 问题是：
eH 跟 G 的单位元 eG 有何区别 ?

事实上
eG · eH = eH = eH · eH

左边的等号是因为 eG 中 G 中单位元,右边的等号
是因为 eH 为 H 中单位元．
由上面的引理3.2,两边消去 eH 得 eG = eH . 所

以
H 中的单位元与 G 中单位元一致！

最后,比较下 H 中的元素在 H 中的逆元与它在 G

中的逆元有何不同．
设 h ∈ H 在 G 中的逆元是 a, 在 H 中的逆元

是 b, 则
b · h = eH = eG = a · h

根据引理3.2,两边消去 h 得 b = a. 因此
h 在 H 中的逆和在 G 中的逆相同！

子群的判定

怎样判断 G 的一个非空子集 H 是否为子群呢?
根据上面这些讨论,可以总结如下.

命题 3.4 . 假设 (G, ·) 是一个群, 单位元为
e,而 H ⊆ G 是 G 的非空子集．则 H ⩽ G

当且仅当下面几条成立:
1. H 关于“·”封闭,即

h1 · h2 ∈ H, ∀h1, h2 ∈ H

2. e ∈ H

3. 对任意 h ∈ H,其在 G中的逆元 h−1 ∈
H.

证明. 如果 H ⩽ G, 根据上面讨论,结论 1, 2, 3 成立．
反过来,如果 1, 2, 3 成立,很容易根据群的定义验证
(H, ·) 是一个群,从而是 G 的子群．这里需要注意的
是,由于 H 与 G 是相同的运算“·”,因此 H 中运算
“·”是结合的．

注：上面命题中的第 2 条可由其他两条推出．
我们还可以把这几条“浓缩”为一条

定理 3.5 . 假设 (G, ·) 是一个群,而 H ⊆ G 是
G 的非空子集．则 H ⩽ G 当且仅当,对于任意
a, b ∈ H, 有

a · b−1 ∈ H.

证明. 如果 H ⩽ G,显然
a · b−1 ∈ H, ∀a, b ∈ H.

反过来,假设
a · b−1 ∈ H, ∀a, b ∈ H.

我们将证明上面命题中的 1, 2, 3 都成立．
首先证明 G 的单位元 e 属于 H．这个比较简

单,令 a = b,根据假设
e = a · b−1 ∈ H

其次,对于任意 h ∈ H, 其在 G 中的逆
h−1 = e · h−1

由于 e, h ∈ H,因此,根据假设
e · h−1 ∈ H,从而 h−1 ∈ H.

最后,对于任意 x, y ∈ H, 前面已经证明了
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y−1 ∈ H,
因此

x · y = x · (y−1)−1 ∈ H

这样上面命题中的 1, 2, 3 均已证明,因此 H 是 G 的
子群.

3

可解群

最后来看下多项式 f(x) 的 Galois 群要满足什
么特殊性质方程 f(x) = 0 才能根式解．

第一类满足这个性质的群是交换群,也就是
说

命题 3.6 . 假设 f(x) 为一个有理系数多项
式,如果 Gal(f) 是交换群,即

στ = τσ, ∀σ, τ ∈ Gal(f)
那么 f(x) = 0 可以根式解．

这个命题本质上是由 Abel 先证明的,只不过不是用
群的语言,由于这个原因,交换群也称为 Abel 群．

Gal(f) 不交换,是不是 f(x) = 0 就不能根式解
呢 ?
不是的,所有 3 次方程都可以根式解,但有些三

次方程 (比如: x3 − 2) 的 Galois 群并不是交换群．

定义 3.7 . G 的子群 H 称为 G 的正规子群,
如果

aHa−1 ⊆ H, ∀a ∈ G

此时,记 H ◁G.

放大招了！

定理 3.8 Galois. 假设 f(x) 是一个有理系数
多项式, Gal(f) 为其 Galois 群．那么 f(x) = 0

可以根式解,当且仅当,存在子群序列
{e} = Gn ◁Gn−1 ◁ · · ·◁G1 ◁G0 = Gal(f)
满足

abGi+1 = baGi+1, ∀a, b ∈ Gi, 0 ⩽ i < n

Gi“相对于”Gi+1 是交换的. 这里
abGi+1 = {abx | x ∈ Gi+1}

满足定理条件的群称为可解群. 要证明上面这
个定理,需要差不多一个学期的时间！

这个定理把代数方程根式解的问题转化成了一
个关于群的问题．我们用例子来感受下两边的不同
感觉．比如第一期提到的

f(x) = x5 − x+ 1

通过一定的技巧,可以证明 Gal(f) ' S5,也就是
{1, 2, 3, 4, 5} 到自身所有双射的全体．
如果让单纯去想 f(x) = 0 能否根式解,估计磨

破脑壳十年内也未必能想清楚．
但如果让我们去想 S5 是不是可解群,估计十天

内还是有希望的．
这就是这个定理神奇的地方！
最后我们简要介绍一些可解群的例子．
显然 Abel 群是可解群,除此之外

两类可解群
群 贡献者

|G| = paqb, p, q 为素数 W, Burnside[1]
|G| 为奇数 W. Feit, J. G. Thompson[2]

不可解群也有很多,特别的,Sn 在 n ⩾ 5 时都不
可解．下期我们就来特别的介绍下群 Sn,它将是我
们这门课程里面最重要的例子之一．

参考文献

[1] W. Burnside, On Groups of Order pal-
phaqbeta. Proc. London Math. Soc. (2)
(1904), 388–392.

[2] W. Feit, J. G. Thompson, Solvability of
groups of odd order. Pacific J. Math. 13
(1963), 775–1029.

4

思考题

练习 1 . 假设非空集合 G 上满足结合律的二
元运算“·”还满足下面两个条件.

1. 存在右单位元 e, 即 x · e = x 对所有
x ∈ G 成立；

2. 每个元素都有右逆,即对任意 x ∈ G,
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存在 y ∈ G 使得 x · y = e

证明: (G, ·) 是一个群．

练习 2 . 假设有限非空集合 G 上满足结合律
的二元运算“·”还满足消去律．证明：(G, ·) 是
群．

练习 3 . 证明：有限群 G 的一个非空子集 H

是 G 的子群,当且仅当 H 关于 G 的运算封闭．

4 对称群

本期导言

上一期,我们介绍了群和子群的概念,这一
期我们来说说一类非常重要的群:

Sn := {{1, · · · , n} 到自身双射 }
Sn 在映射的复合这个运算下构成一个

群,称为n 阶对称群．

1

Sn 中的元素

为了简便,我们把 {1, 2, · · · , n} 记为 [1, n].
n 阶对称群 Sn 中的元素为 [1, n] 到自身的一一

映射,比如:

σ : [1, 5] −→ [1, 5]

1 7→ 2

2 7→ 4

3 7→ 5

4 7→ 1

5 7→ 3

实际上就是把 1 到 5 这几个数字重新排个顺序．因
此我们把 Sn 元素称为 1, · · · , n 的置换.

Sn 有多少个元素?

很显然,Sn 中的元素个数与 1, · · · , n 的排列数
一样多, 有 n! 个元素.

2

Sn 中元素描述方式

要描述 Sn 的元素,最先想到的就是上面例子给
的方式,以映射的形式写出．但是这样做有一个缺点

实在是太占地儿了!
一个办法是将映射转 90 度写,像这样

σ =

(
1 2 3 4 5

2 4 5 1 3

)

10



第二排的数字是第一排对应的数字在 σ 下的像. σ

的逆映射也一下就写出来了.

σ−1 =

(
1 2 3 4 5

4 1 5 2 3

)
两个映射复合,也挺容易

σ =

(
1 2 3 4 5

2 4 5 1 3

)

τ =

(
1 2 3 4 5

1 2 5 4 3

)

τσ =

(
1 2 3 4 5

2 4 3 1 5

)
这里 τσ(1) = τ(2) = 2, 其他计算也类似.

τ 保持 1, 2, 4不动,只是把 3和 5换了个顺序,而
τσ 也是保持 3 和 5 不动,再这样表示 τ 和 τσ 就有
点不划算了.
想想如果 n = 100, 一个置换只是把 1 和 2 互

换,按照现在这种描述方式,我们还需要傻乎乎的再
写 98 对一样的数字!

k 循环

因此,像上面 τ 这样的置换,只是 3和 5对换,我
们就将它记为

τ = (35)

上面的 τσ 将 1 变为 2, 2 变为 4, 4 变为 1,其他数
字保持不动,我们记为

τσ = (124)

如果我们用图形来表达的话就是这样

τ : 5 3
��

EE , τσ : 1

2

4

oo

�� GG

一般的,如果 i1, · · · , ik, k ⩾ 1 是 [1, n] 中互不相同
的 k 个数字,如果 σ ∈ Sn 满足

σ(ir) = ir+1, ∀1 ⩽ r ⩽ k − 1

σ(ik) = i1

σ(j) = j, ∀j /∈ {i1, · · · , ik}

则称 σ 是一个k 循环,记为
(i1i2 · · · ik)

例如: (1345) 将 1 映为 3, 3 映为 4, 4 映为 5, 5 映
为 1, 其他数字保持不变.
下面的小黑板描述了 k 循环的基本性质:

(1345) = (3451) = (4513) = (5134)

(1345)−1 = (5431) = (1543)

1 循环是恒等映射 e

σ 为 k 循环, 那么 σk = e

不相交循环

我们称两个循环

σ = (i1 · · · ik)

τ = (j1 · · · jr)

不相交如果
{i1, · · · , ik} ∩ {j1, · · · , jr} = ∅

引理 4.1 . 假设 σ, τ 为 Sn 中两个不相交的循
环. 则

στ = τσ.

证明. 假设
σ = (i1 · · · ik)

τ = (j1 · · · jr)

对于任意 i ∈ {i1, · · · , ik}, σ(i) 依然还在
{i1, · · · , ik}

中. 由于
{i1, · · · , ik} ∩ {j1, · · · , jr} = ∅

我们有
i, σ(i) /∈ {j1, · · · , jr}

因此
τ(i) = i, τ(σ(i)) = σ(i)

从而
στ(i) = σ(i) = τσ(i)

类似的,对任意 j ∈ {j1, · · · , jr}, 同样有
στ(j) = τ(j) = τσ(j)

对于既不在 {i1, · · · , ik} 中,也不在 {j1, · · · , jr} 中
的数 t, 有

τ(t) = t = σ(t)

因此
στ(t) = σ(t) = t

τσ(t) = τ(t) = t

总结起来,我们证明了对于所有 [1, n] 中的整数 i, 都
有 στ(i) = τσ(i), 因此 στ = τσ.

表达为不相交循环乘积

定理 4.2 . 任意 Sn 中元素都可以表达成互不
相交循环的乘积, 且这种表达在不计顺序的意
义下是唯一的.

鉴于公众号文章的长度不宜过长, 我们不给这
个定理的严格证明, 只做一个简单的解释, 小伙伴们
可以随便找一本近世代数的书自行查阅.
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举个例子.

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

4 1 5 2 6 3 7

)
看下 σ 作用在各个数字上的效果, 可以用图来表示

1

4

2

oo

�� GG 3

5

6

oo

�� GG

即将 1 映为 4, 4 映为 2, 2 映为 1; 3 映为 5, 5 映为
6, 6 映为 3; 保持 7 不动. 这时, 如果你考虑

(142)(356) 或者 (356)(142)

你会发现它们都与 σ 是同样的效果, 也就是说
σ = (124)(356) = (356)(124)

大家可以看到, 这两个循环实际上是由 σ 作用的效
果所决定的.
比较下 σ 的前后两种表达方式, 我们发现把 σ

写成 (142)(356) 形式有下面两个优点:

• 更简洁, 占地面积小
• σ 的作用效果更直观

表达成对换乘积

在进一步讨论之前, 我们看看相交的循环的乘
积是个什么效果. 先看最简单的

(12)(13)
看下它的作用效果

1
(13)7→ 3

(12)7→ 3

3
(13)7→ 1

(12)7→ 2

2
(13)7→ 2

(12)7→ 1

因此, 其作用效果是将 1 映为 3, 3 映为 2, 2 映为 1,
组成一个循环 (132). 也就是说

(12)(13) = (132)

然而“众生平等”, 数字 1, 2, 3 不过是“芸芸众生”
中的平凡代表罢了, 因此对于任意 3 个不同的整数
a, b, c ∈ [1, n], 都有

(ab)(ac) = (acb)

反过来, 也可以说任意一个三循环都可以写成两个 2

循环的乘积.

这个“公式”可以有变种:

(ab)(bc) = (ba)(bc) = (bca) = (abc)

(ac)(bc) = (ac)(cb) = (acb)

那么 4 循环, k 循环呢? 这个就不要怪我“山
寨”了, 考虑 k 循环 (12 · · · k), 可以验证

(23 · · · k)(1k) = (12 · · · k)
当然, 你愿意把它拆成 2 循环的乘积也是没有问题
的 (只要根据这个规律继续就行)

(12 · · · k) = (k − 1, k) · · · (2k)(1k)
今后, 我们称一个 2 循环为对换.
结合定理4.2, 我们就有

推论 4.3 . 每个 Sn 中的元素都对表达成为对
换的乘积.

很显然, 这种表达方式并不是唯一的, 比如
(123) = (12)(23) = (13)(12)

3

Sn 中元素的奇偶性

Sn 中元素 σ 表达成对换的乘积并不是唯一, 那
我们有什么可期待的呢?
我们可以期待 σ 表达成对换乘积的时候, 对换

的个数的奇偶性是确定的.
比如 (123) 可以写成 2 个对换的乘积, 我们希

望它永远不能写成 3 个或者其他奇数个对换的乘积.
要怎样证明这件事情呢? 实际上,这个问题在

我们学线性代数的行列式的定义那里已经解答过
了,只不过当时可能没有用对称群的语言,而是讲排
列的奇偶性．这里,我们介绍一个比较传统的方法,主
要是利用 Sn 中元素的运算规则．

证明. 假设 Sn 中某一元素有两种方式写成对换乘
积

τ1τ2 · · · τr = θ1θ2 · · · θs
则有

τ1τ2 · · · τrθ−1
s θ−1

s−1 · · · θ−1
1 = e

由于对换的逆映射仍然是对换, 因此
τ1τ2 · · · τrθsθs−1 · · · θ1 = e

我们需要证明 r + s 为偶数. 对 r + s 用数学归纳
法. 当 r + s = 1 时, e 无法写成一个对换, 矛盾. 如
果 r + s = 2 时, r + s 已经是偶数,结论成立．现假
设 r + s > 2. 假设 a 出现在这些对换中,即某个对
换为 (ab) 形式,如果它不是上面表达式中最左边的
对换,我们对其左边相邻的对换进行分类
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(ab)(ab) = e

(ac)(ab) = (abc) = (ab)(bc)

(bc)(ab) = (cb)(ba) = (cba) = (ca)(cb)

(cd)(ab) = (ab)(cd)

对于第一种情况, (ab)(ab) 可以约掉, 从而 e 可以写
成 r+s−2个对换的乘积,由归纳假设可知 r+s−2

为偶数, 因此 r + s 为偶数. 对于其他情形, a 向左移
动一个位置,反复利用上面表格中的等式,要么我们
可以将 e 写成 r + s− 2 个对换的乘积, 要么将 a 移
动到最左边,且后面的对换中不再出现 a. 假设此时
表达式中最左边的对换为 (ab), 由于后面的对换不
含 a,作用在 a 上不变,因此

e(a) = (ab)(a) = b

这与 e 为恒等映射矛盾. 因此 r + s 为偶数.

如果 σ 可以写成奇数个对换的乘积,我们称 σ

为奇置换,否则,称 σ 为偶置换．由于 e 是偶置换,且
偶置换关于乘积和取逆封闭,因此所有偶置换构成
Sn 的一个子群, 即

命题 4.4 . 对 n ⩾ 2, Sn 中所有偶置换构
成 Sn 的一个子群, 记为 An, 称为 n 阶交错
群(alternating group).

对于 n ⩾ 2,
Sn −→ Sn, σ 7→ (12)σ

诱导 Sn 中奇置换与偶置换之间的双射,因此,此时
奇置换与偶置换的个数相等. 结合 |Sn| = n!, 我们
有

|An| = n!
2

.

4

元素的共轭

本期的最后, 告诉大家一个好玩的现象. 上面定
理4.4的证明中, 我们用到了类似

(13)(12)(13)−1 = (32)

的事实. 我们再来举一个例子:
(125)(123)(125)−1 = (253)

实际上, 我们有下面这个统一的结论

定理 4.5 . (i1 · · · ik) 为 Sn 中 k 循环, σ ∈ Sn.
则

σ(i1 · · · ik)σ−1 = (σ(i1), · · · , σ(ik))
也是一个 k 循环.

证明留作练习, 小伙伴们, 你能证明吗?
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5 二面体群

本期前言

在抽象的理论学习之前,我想还应该再多
了解一点具体的群的例子．
本期我们讨论另一类群的例子: 正 n 边形

在 R2 中的对称群 Dn,称为二面体群

1

二面体群简介

曾记否? 我们在讲对称的时候说到过正三角形
和正方形的对称. 今天讲讲正 n 边形的对称. 回顾
一下我们说的对称是啥意思. 给定一个正 n 边形
∆n, 我们把 ∆n 的中心放置于 R2 的原点, 其中一个
顶点放在 x 轴上, 也就是说 ∆n 的 n 个顶点的坐标
是

Ak(cos 2kπ
n

, sin 2kπ

n
), k = 0, · · · , n− 1

∆n 的对称性描述为
S(∆n) := {R2 上正交变换 σ | σ(∆n) = ∆n}

在第 3 期中, 我们已经知道 S(∆n) 在映射的复合下
是一个群,这个群称为二面体群 (dihedral group),记
作 Dn.
这期就来看下 Dn 中有哪些元素? 它们之间的

乘法有什么特点?

2

二面体群中的元素

由于 R2 的正交变换只有两类

• 行列式为 1, 旋转变换
• 行列式为 −1, 翻折变换

旋转变换

其中满足 σ(∆n) = ∆n 的旋转变换比较清楚,
它们恰为那些旋转角度为 2π/n 的整数倍的旋转变
换. 记 ρ为逆时针旋转 2π/n的旋转变换. 则 S(∆n)

中的所有的旋转变换为

e, ρ, · · · , ρn−1

其中 e 为恒等变换.

翻折变换

R2 上的翻折变换 τ 由一个非原点 P 和它在 τ

下的像 τ(P ) 确定:
τ 为沿原点与 Pτ(P ) 中点所在直线翻折

P

τ(P )

l

•

•
•

看两个例子: 正五边形和正六边形

A0

A1

l0

l1

l2l3

l4

A0

A1

l0

l3

l1

l2l4
l5

可以发现, 它们的翻折对称轴恰为 A0Ak 的中点与
原点所在的直线 lk, k = 0, · · · , n− 1.
将沿 lk, k = 0, 1, · · · , n− 1 的翻折变换记为 τk.
S(∆n) 中的所有翻折变换为

τ0, τ1, · · · , τn−1

小结

二面体群 Dn 中的元素共有 2n 个:
旋转: e, ρ, ρ2, · · · , ρn−1

翻折: τ0, τ1, · · · , τn−1
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3

二面体群中元素乘积

旋转变换之间的乘积是很清楚的:

ρn = e

ρiρj = ρ[i+j]

其中 [i+ j] 是 i+ j 模 n 的余数. 比如, 当 n = 6 时
ρ4ρ5 = ρ6+3 = ρ3

本期从现在开始, 用 [m] 表示整数 m 模 n 的余数.
其他情况呢: 旋转与翻折, 翻折与翻折,翻折与

旋转的乘积分别是什么样子呢?

τk 的另类实现

我们知道 τk 是一个翻折变换, 它将 A0 变为
Ak, 也知道一个翻折变换由 A0 在它下的像唯一确
定. 也就是说如果一个翻折变换 τ 满足 τ(A0) = Ak,
则 τ = τk.
下面我们就找一个特殊的翻折变换

ρkτ0

它的行列式为 −1, 因此确实是翻折变换. A0 在它下
的像是谁呢 ?

ρkτ0(A0) = ρk(A0) = Ak

因此对于任意 k = 0, · · · , n− 1 有
ρkτ0 = τk

遵循这个思路,我们还可以考虑
τ0ρ

n−k

它也是一个翻折变换, 且
τ0ρ

n−k(A0) = τ0(An−k) = Ak

因此对于任意 k = 0, · · · , n− 1 有
τ0ρn−k = τk

所以对于任意 k = 0, · · · , n− 1 有
ρkτ0 = τ0ρ

n−k = τk

旋转与翻折的乘积

一个旋转 ρi 与一个翻折 τj 的乘积为
ρiτj = ρi(ρjτ0) = ρ[i+j]τ0 = τ[i+j]

翻折与旋转的乘积

一个翻折 τi 与一个旋转 ρj 的乘积为

τiρ
j = τ0ρ

n−iρj

= τ0ρ
[j−i]

= τ[n−[j−i]] = τ[i−j]

翻折与翻折的乘积

τiτj = ρiτ0τ0ρ
n−j

= ρ[i+n−j] = ρ[i−j]

4

二面体群的子群

二面体群 Dn 有几个很有意思的子群
{e, ρ, ρ2, · · · , ρn−1} ⩽ Dn

{e, τk} ⩽ Dn

其中 k = 0, · · · , n− 1.
小伙伴们, 验证下这些确实是 Dn 的子群.

5

为什么叫二面体群?

那为什么 Dn 叫二面体群呢? 二面体是什么?
实际上, 如果你把正 n 边形 ∆n 放到 R3 中. 在

三维空间中, 它就可以叫做“二面体”了: 只有上下
两个面.

此时考虑 R3 的旋转变换 (绕着一个轴旋转),即
SO(R3), 仔细琢磨下,你就会发现

{σ ∈ SO(R3) | σ(∆n) = ∆n}
恰为绕 z 轴旋转 2kπ/n或者绕着 ∆n 的几个对称轴
旋转 180 度.
也就是说 Dn 的确是将正 n 边形在 R3 中 (可

称“二面体”) 只允许旋转变换下的对称群, 因此被
称为二面体群.
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6 循环子群

本期前言

回顾下 Galois 的定理:
假设 f(x) 为有理系数多项式．f(x) = 0 可

以根式解当且仅当 f(x) 的 Galois 群是可解群．
这告诉我们,要判断 f(x) 是否可以根式是

否可以根式解总共分两步:

• 求出 f(x) 的 Galois 群 Gal(f)
• 判断 Gal(f) 是否是可解

比把大象装进冰箱少一步!
如果跟另外一个人来分摊这两个工作的话,

像我这么懒的人, 肯定最先举手: 我做第二步!
实际上第一步真的很难, 要确定一个有理

多项式的 Galois 群通常情况下是比较困难的．
我们知道一个群可解是意思是存在一个条

件比较苛刻的子群序列, 也就是说如果你知道
一个群的所有子群和它们之间的关系, 就应该
能判断一个群是否可解．
既然我们挑了一个自认为比较简单的, 我

们就立个 flag:
抽象的研究群的子群及子群之间的关系!

1

搜寻子群

现在开始, 我们就抽象的来讨论群的子群．
假设 (G, ·) 是一个群, 我们省略其中的运算“·”

, 将 a · b 记为 ab.
现在我们就开始满世界找 G 的子群! 在头脑里

努力的回忆子群的样子:
假设 H 是 G 的一个非空子集. 那么H 是 G 的

子群当且仅当下面的条件成立

• H 对运算封闭
∀a, b ∈ H, ab ∈ H

• H 对取逆封闭
∀a ∈ H, a 在 G 中的逆 a−1 ∈ H

有了这把“尚方宝剑”,我们就可以开始“搜查”
所有 G 的子集, 一个个“审问”看它们是不是 G 的

子群! 但当 G 的元素个数 (称为 G 的阶数) 稍微
有点大时 (比如 16), 这样的子集就多得不得了 (216

个), 要把它们一个个“审完”, 咱们这辈子也不用做
啥别的事了．
所以这样蛮干是不行的! 必须要先查一些“可

疑”的子集! 哪些是可疑的子集呢?
以前考虑一个域 F 上向量空间 V 的子空间的

时候,对于任意 V 中的子集 X, 我们都能找出一个
子空间:

〈X〉 := {X 中向量的线性组合 }
我们是否可以利用这个经验?

2

生成子群

对群 G 的一个子集 X 来说,我们也可以由 X

生成 G 的一个子群,抽象的定义:
〈X〉 = ∩H⩽G,X⊆HH

即包含 X 的 G 的子群的交集,这里需要注意子群的
交集依然是子群．根据这个定义, 〈X〉 为 G 的包含
X 的最小子群．
跟向量空间中子集生成的子空间相比,这个定

义比较抽象,我们不清楚 X 生成的子群中到底包含
哪些元素．为此,我们给出一个构造性的方法．可以
考虑关于 X 中元素 x 或者其逆 x−1 的“子符串”
,比如

x1x2x
−1
3 x3x2x

−1
2

其中 x1, x2, x3 ∈ X．当然也可以是空字符串,对每个
这样的字符串 w, 我们可以计算其在 G 中的运算结
果 ϕ(w) (将空字符串计算为单位元 e). 当然,这里我
们需要利用运算的结合律说明不管以什么顺序进行
运算,得到的结果是一致的,比如上面的字符串运算
后的结果为 x1x2. 把所有这样的运算结果收集起来

M := {ϕ(w) | w 是关于 X,X−1 的字符串 }
很容易发现,这个集合是 G 的子群．对每个字符
串 w,将其中的每个符号都取逆符号,再前后颠倒顺
序,得到的字符串记为 w−1, 比如,记上面例子中字
符串为 w, 则

w−1 = x2x
−1
2 x−1

3 x3x
−1
2 x−1

1

容易检验

ϕ(w1)ϕ(w2) = ϕ(w1w2)

其中 w1w2 为字符串 w1, w2 连接而成的新
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字符串．
ϕ(w)−1 = ϕ(w−1)

这说明 M 是关于 G 中运算和取逆封闭的,构
成 G 的子群．显然 M 包含 X, 且对任意 G 的包含
X 的子群 H 都有 M ⊆ H. 也就是说, M 是包含 X

的最小子群,即

M = 〈X〉

称为由 X生成的子群 (subgroup generated by X)．

3

循环子群

在研究向量空间的线性变换时,一个向量生成
的不变子空间称为循环子空间．类似地,G 的一个
元素 a 生成的子群 〈a〉 称为 G 的循环子群(cyclic
subgroup).

显然我们有下面的性质．

• e ∈ 〈a〉
• aa ∈ 〈a〉
• aaa ∈ 〈a〉
• aaaa ∈ 〈a〉
• · · · · · ·
• a−1 ∈ 〈a〉
• a−1a−1 ∈ 〈a〉
• a−1a−1a−1 ∈ 〈a〉
• · · · · · ·

这好家伙, 把 a 的一堆“好哥们”全部都扯进来了．
我们把这些好哥们用下面的记号来记

• m 个 a 的乘积 (m > 0)
am := aa · · · a

• m 个 a−1 的乘积 (m > 0)

a−m := a−1a−1 · · · a−1

• 单位元
a0 := e

按照这种记号

{ai | i ∈ Z} ⊆ 〈a〉

再仔细看下左边这个集合元素的乘积有什么特点．

ama−m

= a · · · a︸ ︷︷ ︸
m

a−1 · · · a−1︸ ︷︷ ︸
m

= a · · · a︸ ︷︷ ︸
m−1

e a−1 · · · a−1︸ ︷︷ ︸
m−1

= · · · · · ·

=aa−1 = e

所以 am 与 a−m 互为逆元. 这实际上说明了 ai 的逆
元是 a−i, ∀i ∈ Z.

ai 与 aj 的乘积呢? 大家可以分 i, j 同号和异号
的不同情形验证下

aiaj = ai+j

(ai)j = aij

这么看来这个集合 {ai | i ∈ Z} 含单位元 e, 对
运算封闭, 每个元素的 ai 的逆元 a−i 还在这个集合
中．
因此 {ai | i ∈ Z} 已经是 G 的一个子群. 总结

一下

命题 6.1 . 假设 G 是一个群, a ∈ G. 则
{ai | i ∈ Z}

是 G 的子群．

由于 〈a〉是包含 a的最小子群,所以最终我们得
到

〈a〉 ⊆ {ai | i ∈ Z} ⊆ 〈a〉
从而有

〈a〉 = {ai | i ∈ Z}
如果很碰巧 G 中存在一个元素 a 使得 G = 〈a〉, 则
称 G 是一个循环群．

很显然循环群中元素乘法交换, 是 Abel 群

例 2 . 假设 G = (Z,+), 则
〈3〉 = {3i | i ∈ Z}

注意, 这里 G 中的运算是“+”, 因此命题6.1中
的 am 在这里体现为

a+ a+ · · ·+ a = ma

取 a = 1, 我们有
〈1〉 = {i | i ∈ Z} = Z

因此 (Z,+) 是循环群．

我们再来看一个例子
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例 3 . 考虑二面体群 Dn, n ⩾ 3. 回忆下
Dn = {e, ρ, ρ2, · · · , ρn−1, τ0, · · · , τn−1}

其中 ρ 是绕原点逆时针旋转 2π/n.
这样一来, 对任意 i ∈ Z, 令 r 为 i 模 n 的

余数, 也就是说 r ∈ [0, n − 1] 且存在整数 q 使
得 i = qn+ r. 从而

ρi = ρqnρr

= (ρn)qρr

= eqρr = ρr

也就是说
〈ρ〉 = {e, ρ, · · · , ρn−1}

只有 n 个元素．
Dn 不可能是循环群, 因为它不是 Abel 群．

4

循环子群的阶数

上面我们看到循环子群的阶数 (元素个数) 既可
以是无穷, 也可以有限, 那什么时候无穷, 什么时候
有限呢? 有限的时候, 有多少个元素呢?
现在我们假设 G 是一个群, a 是 G 中元素. 那

么只能出现下面两种情形:
情形 1: ai 6= aj , ∀i 6= j. 显然此时 〈a〉 有无穷

多个元素．

情形 2: 存在 i < j 使得 ai = aj . 两边同右乘以
a−i 有

e = aja−i = aj−i

也就是说存在一个正整数 j − i 使得

aj−i = e

引理 6.2 . a 是群 G 中的一个元素, 如果存在
m > 0 使得 am = e, 则

〈a〉 = {ai | 0 ⩽ i ⩽ m− 1}
如果 m 是最小的正整数使得 am = e, 则

e, a, · · · , am−1

互不相同.

证明. 只需要证明 ai ∈ {e, a, · · · , am−1} 对所有的
整数 i ∈ Z 成立. 由带余除法, 存在 q ∈ Z, 0 ⩽ r ⩽
m− 1 使得

i = qm+ r

从而
ai = aqmar

= (am)qar

= eqar = ar

因此 ai ∈ {e, a, · · · , am−1}.
假设 m 是最小的满足 am = e 的正整数．如

果 {e, a, · · · , am−1} 中有两个元素相同, 即存在 0 ⩽
k < l ⩽ m− 1 但 ak = al. 这样一来 al−k = e, 与 m

的最小性矛盾．

5

元素的阶

由上面的讨论, 我们发现, 循环子群 〈a〉 的阶分
为两种情况: 无穷和有限．

推论 6.3 . 〈a〉有限当且仅当存在正整数 m使
得 am = e. 此时

|〈a〉| = 最小的正整数 m 使得 am = e

证明. 由上面的讨论, 一共分为两种情形．〈a〉 有限
当且仅当情形 2出现,此时存在m > 0使得 am = e.
反过来, 如果存在 m > 0 使得 am = e, 引

理6.2保证了 〈a〉 有限．
由引理6.2, 此时

|〈a〉| = 最小的正整数 m 使得 am = e

定义 6.4 . 为了叙述方便, 我们定义
o(a) := |〈a〉|

称为元素 a 的阶(order).

显然当 o(a) 有限时, 它正好是使得 am = e 的最小
的正整数 m.
由于 〈a〉 = 〈a−1〉, 因此 o(a) = o(a−1).

引理 6.5 . (1) 一个循环群的子群还是循环群
(2) 如果 o(a) = m, 则 ai = e 当且仅当

m | i.

证明. (1) 假设 〈a〉 是一个循环群, 而 H 是 〈a〉 的
非平凡子群. 从而存在 k 6= 0 使得 ak ∈ H, 此时
a−k ∈ H. 因此, 总存在 k > 0 使得 ak ∈ H.
令 m 为正整数集合
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S := {k > 0 | ak ∈ H}
中的最小数. 那么对于任意 ai ∈ H, 利用带余除法

i = qm+ r, 0 ⩽ r < m

此时

ar = ai−mq = ai(am)−q ∈ H

由 m 的最小性得 r = 0. 因此
m | i, ai = (am)q ∈ 〈am〉

即 H ⊆ 〈am〉. 另一个方面, am ∈ H, 从而 〈am〉 ⊆
H. 所以 H = 〈am〉 是循环群．

(2). 由于m是最小的使得 am = e的正整数,如
果 ai = e, 利用与 (1) 类似的带余除法可证明 m | i.
反过来, 如果 m | i, 即 i = mq, 这时

ai = (am)q = e

6

方幂的阶

如果 o(a) = ∞, 显然 o(ar) = ∞ 对所有的正整
数 r 成立．

如果 o(a) = m, n 是一个正整数, 那 o(an) 等于
多少呢? 实际上

命题 6.6 . 假设 o(a) = m, n 是一个正整数,
d = (m,n) 为 m 与 n 的最大公因数．则

(1) 〈an〉 = 〈ad〉
(2) o(an) = m/d

证明. 由于 n 是 d 的倍数 (n = dq), 所以
an = (ad)q ∈ 〈ad〉

因此 〈an〉 ⊆ 〈ad〉.
另一方面, 由于 d 是 m,n 的最大公因数, 因此

存在整数 u, v 使得

mu+ nv = d

因此

ad = amu(an)v = e(an)v ∈ 〈an〉
从而 〈ad〉 ⊆ 〈an〉.

(2) 〈ad〉 中元素恰为那些
ai, 0 ⩽ i < m 且 d | i

一共有 m/d 个．因此

o(an) = |〈an〉| = |〈ad〉| = m/d

考虑 n 阶循环群 〈a〉 中元素的阶, 我们发现对
于每个 d | n, ai 的阶为 d,当且仅当

(i, n) = n
d

当且仅当
i = k · n

d

其中 k与 d互素,这样的 ai 取决于 k,共有 φ(d)

个,这里 φ(d) 为欧拉函数,表示 1, 2, · · · , d 中与
d 互素的数的个数,比如 φ(1) = 1, φ(4) = 2 等．
因此 d 阶元的个数恰为 φ(d), 由此可以得到

n =
∑

d>0,d|n

φ(d)

利用命题6.6和引理6.5, 我们很容易给出循环群
的所有子群．比如, 如果 〈a〉 是一个 6 阶循环群, 则
它的所有子群为

{e}, 〈a2〉, 〈a3〉, 〈a〉
分别有 1, 3, 2, 6 个元素．

7

乘积的阶

本期最后, 我们来看下如果群 G 中有两个元素
a, b. 它们的阶为

o(a) = m, o(b) = n

那么它们的乘积 ab 的阶是多少呢?
这个一般情况下是不太好确定的．但是

命题 6.7 . 若 ab = ba 且 m,n 互素, 那么
o(ab) = mn

证明. 由于 ab = ba, 所以
(ab)mn = amnbmn = e

因此 o(ab) 有限．由引理6.5(2), 我们有
o(ab) | mn

现假设 o(ab) = k, 则
(ab)k = e

由于 ab = ba, 因此
akbk = (ab)k = e

从而 ak = b−k, 所以
o(ak) = o(b−k) = o(bk)

从而
m

(k,m)
= n

(k,n)
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因此
m(k, n) = n(k,m)

由于 (m,n) = 1, 因此
m | (k,m), n | (k, n)

从而
m | k, n | k

再次利用 (m,n) = 1 得到 mn | k.
所以 mn 与 o(ab) 相互整除, 都是正整数, 两者

相等．

注: 如果 m,n 不互素, 大家可能觉得 ab 的阶数
应该是 m,n 的最小公倍数．实际上这个一般情
况下不对．比如: 在一个 12 阶的循环群 〈x〉 中,
即 o(x) = 12, 令

a = x4, b = x2

我们有
ab = ba, o(a) = 3, o(b) = 6

但是
o(ab) = o(x6) = 2

7 Lagrange 定理

本期前言

从现在开始, 我们要牢记我们吹过的牛:
研究群的子群以及子群之间的关系
对于一个给定的有限群 G, 理论上我们可

以把它的每一个子集拿来“审问”, 最终能在
“有限”的时间内找出其所有的子群.

但问题在于一个集合的子集的个数经常是
“浩瀚如烟”, 这样一个个的测试通常是不可行
的．更重要的是,这样做对于数学家来说是种“侮
辱”！
因此问题的关键在于如何“有效率”的找

出子群．本期我们就来讲讲这么一个简单而神
奇的定理, 它的一个比较简单的形式是

定理 7.1 拉格朗日定理. 假设 G 是一个
有限群, H ⩽ G．则 H 的元素个数一定整
除 G 的元素个数.

1

Motivating examples

假设 G 为循环群, 即存在 a ∈ G 使得

G = 〈a〉
假设 |G| = m, 从上一期我们知道

• G 中的元素为
e, a, a2, · · · , am−1

• G 的子群还是循环群, 即形如
〈ak〉, 0 ⩽ k ⩽ m− 1

• 对 0 ⩽ k ⩽ m− 1, d = (k,m). 则
〈ak〉 = 〈ad〉

共有 m/d 个元素.

由此,我们发现:
循环 G 的子群的阶数都整除 G 的阶数！

另外一个例子还是我们“可爱”的二面体群 Dn

它不是循环群,有 2n 个元素

e, ρ, · · · , ρn−1

τ0, · · · , τn−1
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其中所有的旋转变换放在一起
{e, ρ, · · · , ρn−1} = 〈ρ〉

是 Dn 的一个循环子群, 有 n 个元素, 当然整除 Dn

的阶数 2n.
现在如果考虑 Dn 的循环子群 〈a〉, 其中 a 是

Dn 中的一个元素．分两种情形:
情形 1: a 是一个旋转变换, 那么 〈a〉 中全部都

是旋转变换, 即
〈a〉 ⩽ 〈ρ〉

因此 |〈a〉| 整除 |〈ρ〉| = n, 从而整除 |Dn| = 2n.
情形 2:a 是一个翻折, 那么 a2 = e, 从而

〈a〉 = {e, a}
只有 2 个元素, 显然 2 整除 |Dn| = 2n.
有了这些例子, 我们就可以大胆的问:

问题 3 . 对于有限群 G, 是否其子群的阶数都
整除 G 的阶数?

2

铺地砖

这一小节, 假设 G 是一个群 (不要求有限), 而
H 是 G 的一个子群.

针对上面这个问题,我们采取铺地砖的策略:
试图用大小与 H 相同的“地砖”去铺满整个 G

第一块地砖非常好找,就用 H

G

H

下一个“地砖”呢?
这是本期最关键的一个想法:
取任意元素 a ∈ G. 考虑

aH := {ah | h ∈ H}
它与 H 是否一样大呢?
实际上, 利用 a 是可逆的, 很容易证明

fa : H −→ aH

h 7→ ah

是双射．
H 本身也是这种形式: H = eH.
那么是不是可以用这些 aH 铺满整个 G 呢?

对于任意 a ∈ G, 我们都有
a = ae ∈ aH

因此这样的“地砖”确实可以铺满 G:
G =

⋃
a∈G aH

现在“地砖”实在太多了, 每个 G 中的元素都会对
应到一个 aH. 它们的并集又确实是整个 G,只有
一个可能

这些“地砖”之间可能有重叠的地方！

也就是说,我们应该问

aH ∩ bH =?, a, b ∈ G

我们还是拿一个例子来找找感觉．令 G 是一个 12

阶循环群, 由其一个元素 x 生成, 即
G = {e, x, x2, · · · , x11}

记住 x12 = e. 假设

H = 〈x3〉 = {e, x3, x6, x9}

我们来看下这些“地砖”都什么样子.

eH = {e, x3, x6, x9}

xH = {x, x4, x7, x10}

x2H = {x2, x5, x8, x11}

x3H = {x3, x6, x9, x12 = e}

我们发现 x3H = H. 从上面的列表, 容易看出, 当 a

从 x3 到 x11 过程中,上面这些“地砖”还是会重复
出现．

eH = x3H = x6H = x9H

xH = x4H = x7H = x10H

x2H = x5H = x8H = x11H

大家发现了什么? 大家有没有发现

• 两块“地砖”要么相等, 要么不相交
• 跟“地砖”aH 相同的那些“地砖”恰
为

bH, b ∈ aH

• 所有互不相同的“地砖”拼起来正好是
G

eH xH x2H

这会不会是一般的规律呢?

21



3

地砖 (陪集) 之间的关系

现在感觉不太好意思再说“地砖”了

定义 7.2 . 假设 G 是一个群, H 是 G 的子群,
那么“地砖”(最后一次)

aH, a ∈ G

称为 H 在 G 中的一个左陪集(left coset).

H 在 G 中的两个左陪集有啥关系呢?

命题 7.3 . 假设 H ⩽ G, a, b ∈ G. 下面四条等
价

1. aH = bH

2. b ∈ aH

3. a−1b ∈ H

4. aH ∩ bH 6= ∅

证明. 1 ⇒ 2. b = be ∈ bH = aH

2 ⇒ 3. 由 2,存在 h ∈ H 使得
b = ah

两边左乘以 a−1 得
a−1b = a−1ah = h ∈ H

3 ⇒ 4. 由 3,存在 h ∈ H 使得
a−1b = h

所以
be = b = ah

等式左边属于 bH,右边属于 aH. 因此
aH ∩ bH 6= ∅

4 ⇒ 1. 假设
ah1 = bh2

属于 aH ∩ bH, 其中 h1, h2 ∈ H. 那么对任意 h ∈
H,我们有

ah = ah1h
−1
1 h = b(h2h

−1
1 h) ∈ bH

因此 aH ⊆ bH．由于 a 与 b 对位对等,同理可得
bH ⊆ aH.

仔细琢磨下这个命题中 1 和 4,意思就是 H 在
G 中的两个左陪集相等当且仅当它们交集非空!
这说明
H 的两个陪集要么相等,要么交集为空集!

由于 G 中每个元素 a 都必须在其中一个左陪集中
(至少在 aH 中),因此,所有这些左陪集放在一起确
实可以铺满整个 G.

G = ∪a∈G aH

总结一下,我们得到了一些大小跟 H 一致的左陪
集,不同的左陪集之间交集为空,它们全部并起来还
等于 G.

整体印象

G

H · · ·a1H arH

4

拉格朗日定理

我们记

G/H := {aH | a ∈ G}
为 H 在 G 中的左陪集的全体．左陪集的个数

[G : H] := |G/H|
称为子群 H 在 G 中的指数(index).
由前面的讨论我们可以得到

定理 7.4 拉格朗日定理. 假设 G 是一个有限
群, H ⩽ G, 那么

|G| = [G : H] · |H|
特别的

|H| 和 [G : H] 都整除 |G|.

5

元素的阶数

如果考虑群 G 循环子群 〈a〉, 由拉格朗日定
理,它的阶数

|〈a〉| = o(a)
也必须整除 G 的阶数. 即

推论 7.5 . 假设 G 是一个有限群, 那么 G 中
元素的阶数都整除 G 的阶数 |G|.

也就是说, 如果 G 有 6 个元素,那么 G 中元素的阶
数只可能是 1, 2, 3, 6.
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Warning: 这里并没有说 G 中 2, 3, 6 阶元素都
存在．比如:

S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}
阶数是 6, 但其中只有 1, 2, 3 阶元,没有 6 阶元.

6

素数阶的群

还有一个比较特殊的情况是

|G| = p 是个素数

令 a ∈ G 不是单位元.
由推论7.5, o(a) 只能是 p 的因数: 1 或者 p.
但是 a 6= e,因此 o(a) 6= 1.
所以, o(a) 只能是 p, 从而 〈a〉 ⊆ G 有 p 个元素．

但 G 总共也只有 p 个元素, 所以 G = 〈a〉, 是一
个循环群,也就是下面这个推论

推论 7.6 . 素数阶群都是循环群.

大家可以想像下,如果没有拉格朗日定理,是不
是很难想像素数阶的群都是循环群 ?

7

右陪集

其实我们也可以考虑右陪集

Ha, a ∈ G

它们同样跟 H 有同样的大小:
ga : H −→ Ha

h 7→ ha

是双射．所有右陪集的全体记为

H\G := {Ha | a ∈ G}
作为练习,大家可以证明

Ha = Hb⇔ab−1 ∈ H

⇔Ha ∩Hb 6= ∅

大家注意到这里跟左陪集有点不一样

aH = bH⇔b−1a ∈ H

Ha = Hb⇔ab−1 ∈ H

由于 H 对取逆封闭,因此

ab−1 ∈ H⇔(ab−1)−1 ∈ H

⇔(b−1)−1a−1 ∈ H

⇔b−1H = a−1H.

因此

Ha = Hb⇔a−1H = b−1H

利用这点, 可以证明
θ : H\G −→ G/H

Ha 7→ a−1H

是一个双射, 也就是说 H 的左陪集的个数与右陪集
的个数相同！

8

从等价关系方向看

如果在 G 上定义关系

a ∼ b ⇔ a−1b ∈ H

可以证明“∼”是 G 上的一个等价关系,而左陪集
aH 恰为 a 在关系“∼”下的等价类, 即

aH = {x ∈ G | a ∼ x ∈ H}

= {x ∈ G | a−1x ∈ H}

由等价关系的知识,我们知道等价“∼”给出 G 的一
个划分, 即:

G 可以写成这些等价类的并,且不同的等价类
交集为空集.
从这里也能得到拉格朗日定理.

9

是拉格朗日证明的吗 ?

实际上拉格朗日并没有证明这个最一般的版
本,他在 1771 年证明了一件很有趣的事情．
给定一个 n 元多项式 f(x1, · · · , xn), 用 Sn 里

面元素去置换 xi 的位置,即
σf(x) := f(xσ(i), · · · , xσ(n))

你会得到很多不同的多项式,比如 x1 + x2 − x3,用
(13) 来置换就得到

x3 + x2 − x1
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当然,有时候你也会得到跟原来同样的式项式,比如
用 (12) 来置换上面的多项式就得到

x2 + x1 − x3

与原多项式相等．
拉格朗日证明了：对于任意 n 元多项式 f , 通

过置换得到的所有不同的多项式的个数总是整除 n!．
换成现在的语言是:

令 H := {σ ∈ Sn | σf = f},则
[Sn : H] | |Sn|

这在后面讲群作用的时候会讲到．实际上,在映射
Sn −→ {σf | σ ∈ Sn}

中,两个 σ, τ ∈ Sn 对应的多项式相等 (σf = τf) 当
且仅当

σ−1τ ∈ H

当且仅当 σ, τ 在同一个左陪集中 (σH = τH). 这样
{σf | σ ∈ Sn} 中不同多项式的个数就等于 H 在 Sn

中的左陪集的个数, 即指数 [Sn : H]. 由拉格朗日定
理,指数整除对称群的阶数 n!.
比如上面的 x1 + x2 − x3 通过置换总共可以得

到 3 个不同的多项式
x1 + x2 − x3

x2 + x3 − x1

x1 + x3 − x2

后来柯西 (Cauchy) 证明了对称群的情形 (1844),最
终 1861 年, Jordan 证明了所有的情形．
下期继续我们的寻找子群之旅．

8 正规子群

本期前言

让我们牢记曾经发过的那个该死的誓言
研究群的子群和子群之间的关系

并继续我们的寻找子群之旅！

1

共轭子群

当你费劲全身力气找到一个子群的时候,一定
要尽量顺藤摸瓜的把它的兄弟姐妹都找出来．

给定一个有限群 G,假设我们已经找到它的一
个子群 H．问之:

“你的兄弟姐妹子群呢 ? 有没有 ? ”
H 很气愤的说: “上期你们把我的那些陪集都抓去
了,还不满足吗 ? ”

对哈,上次我们找到那么多陪集,里面会不会有
些也是子群呀 ? 回顾一下,H 在 G 中的左陪集:

aH = {ah | h ∈ H}, a ∈ G

上期我们知道

• 两个左陪集要么相等,要么不相交
• aH = bH 相等当且仅当 b ∈ aH

• H = eH 也是左陪集

看到这几条,会不会觉得很生气 ? 这些左陪集里面
除了 H 以外,根本就没有子群！
啊 ? 为啥呢 ?
你看嘛,如果 aH 6= H,也就是说 aH 6= eH,由

上面中间那一条, e /∈ aH．单位元都没有,怎么会是
子群呢 ?
再把 H 抓来揍一顿,H 实在受不了,有气无力

的说: “你们不会动动脑筋呀? aH 没有单位元,你
在右边再乘以 a−1 不就有单位元了 ? ”
对哈,我怎么没想到,看看

aHa−1 := {aha−1 | h ∈ H}
任取 aHa−1 中两个元素

x = ah1a
−1, y = ah2a

−1
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看下 xy−1 是不是还在 aHa−1 中.

xy−1 = ah1a
−1(ah2a

−1)−1

= ah1a
−1(ah−1

2 a−1)

= a(h1h
−1
2 )a−1

由于 h1, h2 ∈ H,而 H 是 G 的子群,因此
h1h

−1
2 ∈ H

从而

a(h1h
−1
2 )a−1 ∈ aHa−1

也就是说 aHa−1 中任意两个元素 x, y,都有
xy−1 ∈ aHa−1

因此,由我们在第 3 期的定理 5,可得 aHa−1 是 G

的子群.
哇! 终于钩到一个大鱼,原来 H 后面藏着这么

多其他子群呢

定义 8.1 . 假设 H 是群 G的一个子群, a ∈ G．
那么

aHa−1 也是 G 的子群,
称为 H 在 G 中的共轭子群.

2

两瓢凉水

正在沾沾自喜的时候,一个 Abel 群走过来:
“听说你们找到了一个子群的很多共轭子群,我

也有一个子群 H,你们能不能帮我找找它的共轭子
群呀 ? ”
“放心吧,这就开工！”
就是说 G 是 Abel 群,而 H ⩽ G. 取 a ∈ G

aHa−1 = {aha−1 | h ∈ H}
= {haa−1 | h ∈ H} (G 是 Abel 群)
= {h | h ∈ H} = H

呃 ? 怎么还是 H?
S3 也走了过来: “我那个由 (123) 生成的子群

有没有共轭子群呀?”
啊 ? 我看看先

H := 〈(123)〉 = {e, (123), (132)}
一共三个元素,一个单位元,两个 3 循环．

我们知道 S3 一共 6 个元素,其他 3 个元素

(12), (13), (23)

都是 2 循环.
取 σ ∈ S3

σHσ−1 = {σeσ−1, σ(123)σ−1, σ(132)σ−1}
还记得吗 ? 第 4 期定理 7 说的

σ(i1 · · · ik)σ−1 = (σ(i1), · · · , σ(ik))
就是说一个 k 循环被 σ 共轭以后还是 k 循环．如果
这样的话,σHσ−1 还是一个单位元和两个 3 循环．

但 S3 的这样的子集只有 〈(123)〉. 也就是说
σHσ−1 = H

呃 ? 上面两种情形下 H 都没有与之共轭的其他子
群！

定义 8.2 . 假设 G 是一个群,H 是 G 的子群.
如果 G 中与 H 共轭的子群只有 H, 即

aHa−1 = H, ∀a ∈ G

则称 H 为 G 的一个正规子群 (normal sub-
group),记作:

H ◁G

从上面的讨论可以看出:
任何 Abel 群的子群都是正规子群

3

爱恨交加

当我们发现一个子群是正规子群的时候,是喜
欢还是讨厌呢 ?
有人肯定会说,当然是讨厌啦！本来想通过共

轭找到别的子群的,这个群无论怎么共轭都是它自
己,你说气不气人 ?
但是我要说,我们应该喜欢正规子群．大家还记

得我们第 3 期定理 6 中多项式 f(x) 的 Galois 群
Gal(f) 满足什么条件方程 f(x) = 0 才可以根式解
吗 ?

回顾一下,要满足的条件是:

G 是可解群,即存在子群序列
{e} = Gn ◁Gn−1 ◁ · · ·◁G1 ◁G0 = G

满足: 对于任意 i = 0, · · · , n− 1

abGi+1 = baGi+1, ∀a, b ∈ Gi

这里恰恰要求 Gi+1 是 Gi 的正规子群呀.
Warning:Gi+1 不一定是 G 的正规子群

25



4

正规子群的判定

对于群 G 的任意非空子集 X,Y , 我们定义
XY = {xy | x ∈ X, y ∈ Y }

比如,向量空间 V 的两个子空间 U,W ,它们的和空
间 U +W 就是这种形式．对于 G的非空子集 X, 以
及子群 H ⩽ G, 由于 e ∈ H, 因此

X ⊆ XH,X ⊆ HX

正规子群的几个等价条件如下:

定理 8.3 . 假设 H 是群 G 的子群,则下面几
条等价

1. aHa−1 = H, ∀a ∈ G (即 H ◁G)
2. aHa−1 ⊆ H, ∀a ∈ G

3. aH = Ha, ∀a ∈ G

4. 对任意 a, b ∈ G, (aH)(bH) = abH

证明. 1 ⇒ 2. 显然
2 ⇒ 3. 对任意 h ∈ H, a ∈ G,由 2 得

aha−1 ∈ H

因此
ah = (aha−1)a ∈ Ha

所以 aH ⊆ Ha．反过来由 2 得
a−1ha = a−1h(a−1)−1 ∈ H

从而
ha = a(a−1ha) ∈ aH

所以 Ha ⊆ aH. 最终我们得到 aH = Ha．
3 ⇒ 4. 对任意 h ∈ H,有

abh = (ae)(bh) ∈ (aH)(bH)

所以 abH ⊆ (aH)(bH). 反过来,对任意 h1, h2 ∈ H,
由 3,存在 h3 ∈ H,使得 h1b = bh3, 从而

(ah1)(bh2) = a(h1b)h2 = abh3h2 ∈ abH

所以 (aH)(bH) ⊆ abH.
4 ⇒ 1. 对任意 a ∈ G, 根据 4 有

aHa−1 ⊆ aHa−1H = (aa−1)H = H

a−1Ha ⊆ a−1HaH = (a−1a)H = H

由第二个式子可得
H ⊆ aHa−1

从而有 aHa−1 = H.

定理8.3的第 3 条有一个很有意思的推论

推论 8.4 . 假设 H 是群 G 的一个子群.
如果 [G : H] = 2, 则 H ◁G.

证明. 我们证明
aH = Ha, ∀a ∈ G

如果 a ∈ H, 那么 aH = H = Ha.
如果 a /∈ H,则

aH 6= H,Ha 6= H

由上一期的内容,两个左陪集不相同则交集为空,对
右陪集也正确．H = eH = He既是左陪集也是右陪
集. 因此

aH ∩H = ∅ = H ∩Ha

但是 [G : H] = 2, 意味着
H, aH 是仅有的两个 H 的左陪集

H,Ha 是仅有的两个 H 的右陪集

所以

H ∪ aH = G = H ∪Ha

因此 aH 和 Ha 都是 H 在 G 中的补集,所以
aH = Ha.

由定理8.3第 3 条知 H 是 G 的正规子群.

由这个推论我们知道 Sn 中由所有偶置换组成
的子群 An 是 Sn 的正规子群 (因为 [Sn : An] = 2)

5

正规子群的几个基本事实

关于正规子群,我们有下面一些基本的事
实.

命题 8.5 . 假设 G 是一个群.
1. {e} 和 G 都是 G 的正规子群
2. G 的中心(center)

C(G) := {x ∈ G | ax = xa, ∀a ∈ G}
是 G 的正规子群.

3. 若 N ⩽ H ⩽ G且 N ◁G,那么 N ◁H

证明留作练习．这里我们对第 3 条稍微解释下,第 3
条中 N 是 G 的正规子群,说明 G 中的元素共轭在
N 上还是 N , 即

aNa−1 = N, ∀a ∈ G

由于 H ⩽ G 是 G 的一部份,因此 H 中的元素共轭
在 N 上还是 N .
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6

展望下期

正规子群还有哪些好处呢 ? 下期将详细讨论这
个话题．
最后做点小练习

练习 4 . 1. 证明:
K4 := {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
是 S4 的正规子群．

2. 证明: 在 Dn 中,所有的旋转变换组成
的子群是 Dn 的正规子群.

3. 证明: SLn(R) 是 GLn(R) 的正规子群．

9 商群

本期前言

一开始,我们看正规子群特别不顺眼 (它没
有其他与之共轭的子群),但后来我们发现要说
明一个群的可解群恰恰需要正规子群．
本期我们继续讨论正规子群的可爱之处．

1

子群的乘积

在我们学习向量空间的时候,给定一个向量空
间 V 的两个子空间 U 和 W ,可以将它们两个“加”
起来

U +W := {u+ w | u ∈ U,w ∈ W}
它也是 V 的子空间．
对比一下,我们看下群的情况
假设 G 是一个群, H,K 是 G 的两个子群,那么

能不能把它们“加”起来得到 G 的子群呢 ?
向量空间上的运算是加法,所以可以“加”起

来,而群 G 的运算如果是“·”,我们只能把 H 和 K

“·”起来.
H ·K = {h · k | h ∈ H, k ∈ K}

那它是不是还是 G 的子群呢 ?
来看个例子.

G = S3

H = 〈(12)〉 = {e, (12)}

K = 〈(13)〉 = {e, (13)}

那 HK 是啥呢 ?
HK = {e, (12), (13), (132)}

一共 4 个元素,不可能是 S3 (6 个元素) 的子群．(为
啥?)
这说明将群 G 两个子群“乘”起来一般情况下

得不到 G 的子群．但是

命题 9.1 . 假设 G 是一个群, H 是 G 的子
群,N 是 G 的正规子群,那么

HN 和 NH
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都是 G 的子群．

证明. 现在 N 是 G 的正规子群,也就是说
ana−1 ∈ N, ∀n ∈ H, a ∈ G

如果我们任取 HN 中两个元素
h1n1 和 h2n2

其中 h1, h2 ∈ H, n1, n2 ∈ N ,则有

h1n1(h2n2)
−1

=h1n1(n
−1
2 h−1

2 )

=h1(h
−1
2 h2)n1(n

−1
2 h−1

2 )

=h1h
−1
2 (h2n1n

−1
2 h−1

2 )

这里 n1n
−1
2 ∈ N , 被 h2 共轭后还属于 N , 即

h2n1n
−1
2 h−1

2 ∈ N

另外由于 H 是 G 的子群,因此
h1h

−1
2 ∈ H

从而
h1h

−1
2 (h2n1n

−1
2 h−1

2 ) ∈ HN

即
h1n1(h2n2)

−1 ∈ HN

总结起来,我们任取 HN 中两个元素
h1n1 和 h2n2

证明了
h1n1(h2n2)

−1 ∈ HN

由第 3 期定理 5 得 HN 是 G 的子群.
类似的可以证明 NH 也是 G 的子群.

通过证明大家可能发现,对于 G 的两个子群 H

和 N ,实际上只要 H 中的元素共轭在 N 上还
在 N 里面,即

hNh−1 ⊆ N, ∀h ∈ H

就有 HN 和 NH 是 G 的子群.

如果它们都是正规子群呢 ?

命题 9.2 . 如果 H,N 都是 G 的正规子群,则
HN ◁G.

证明. 如果 H,N 都是 G的正规子群,由上面的证明
已经知道 HN 和 NH 都是 G 的子群．只需要证明
其为正规子群.
对于任意 hn ∈ HN , 其中 h ∈ H,n ∈ N , a ∈

G,则
ahna−1 =ah(a−1a)na−1

=(aha−1)(ana−1)

由于 H 和 N 都是正规子群,因此

aha−1 ∈ H, ana−1 ∈ N

所以

ahna−1 = (aha−1)(ana−1) ∈ HN

即 HN 中元素在 G 中任意元素 a 的共轭下依然还
在 HN 中,所以 HN ◁G.

2

群的直积

由上面的讨论,如果把向量空间跟群做一个对
比的话,子空间应该对应到正规子群．
向量空间 V 的两个子空间 U 和 W ,如果

U ∩W = {0},我们有
U +W = U ⊕W

是 U 和 W 的直和,即 U +W 中的元素可唯一分解
为

u+ w, u ∈ U,w ∈ W

形式. 群这里有没有这样性质呢 ? 实际上

命题 9.3 . 假设 H 和 N 都是群 G 的正规子
群且

H ∩N = {e},则
(1) 对任意 h ∈ H,n ∈ N 有 hn = nh.

(2) HN 中的元素可唯一分解为
hn, h ∈ H,n ∈ N

形式.

证明. (1). 考虑
hnh−1n−1

如果你把前三个元素组合在一起

(hnh−1)n−1

发现前面括号里的元素是 h 共轭在一个 N 中的元
素上,由于 N 是正规子群,因此

hnh−1 ∈ N

从而

(hnh−1)n−1 ∈ N

如果你把后三个元素组合在一起

h(nh−1n−1)

你会发现后面括号里的元素还在 H 中,从而
h(nh−1n−1) ∈ H

因此

hnh−1n−1 ∈ H ∩N

但 H ∩N = {e},因此
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hnh−1n−1 = e

即 hn = nh.

(2). 假设某个元素有两种分解

hn = h1n1

两边左乘 h−1, 右乘以 n−1
1 ,则有

nn−1
1 = h−1h1

左边属于 N ,右边属于 H,但 H ∩N = {e}, 所以

nn−1
1 = e = h−1h1

从而有

n = n1, h = h1

因此 HN 中人元素都能唯一分解成

hn, h ∈ H,n ∈ N

的形式．

在命题9.2的情形下,由唯一性,HN 的元素

hn, h ∈ H,n ∈ N

在 h或者 n的取法不同时,结果 hn也不同. 因此,当
H, N 都是有限子群时,HN 的阶数 (元素个数) 为

|HN | = |H| · |N |

恰好与 H 与 N 的笛卡尔乘积

H ×N := {(h, n) | h ∈ H,n ∈ N}

元素个数相同.

命题9.3中的情形下,HN 称为 H 与 N 的直积.

在学习向量空间的时候,任意两个向量空间 V

和 W ,它们的笛卡尔乘积 V × W 构成一个向量空
间．

那上面的 H 与 N 的笛卡尔乘积是否也可以构
成一个群呢 ?

命题 9.4 . H 和 G 为群,则它们的笛卡尔乘积
H ×G := {(h, g) | h ∈ H, g ∈ G}

在运算
(h1, g1)(h1, g2) := (h1h2, g1g2)

下构成群. 称为 H 和 G 的外直积.

这个命题只需要简单验证下即可证明,我们留作练
习. 其单位元是 (eH , eG), 其中 eH 和 eG 分别是 H

和 G 的单位元.

思考下命题9.3中的 HN 和 H × N 有什么关
系 ?

3

陪集成群—商群

上一期,群 G 的子群 N 是 G 的正规子群有一
个等价条件是:

对任意 a, b ∈ G, 两个陪集 aN, bN 作为 G 的子
集,它们的乘积满足

aN · bN = abN

这个对于非正规子群是不成立的．比如
H = {e, (12)} ⩽ S3

我们取它的两个左陪集

(13)H = {(13), (13)(12) = (123)}

(23)H = {(23), (23)(12) = (132)}

通过计算可以发现
(13)H(23)H = {(132), (13), e}

共有 3 个元素,但是
(13)(23)H

只有两个元素. 所以
(13)H(23)H 6= (13)(23)H

因此,正规子群 N 的所有左陪集放在一起
G/N = {aN | a ∈ G}

它上面有个乘法
aN · bN = abN

有没有单位元呢?
N · aN = eaN = aeN = aN ·N

因此这个乘法的单位元就是 N .
每个元素都有逆元?

aN · a−1N = aa−1N = eN = N

a−1N · aN = a−1aN = eN = N

因此 aN 在此乘法下的逆元就是 a−1N .
这个乘法还是结合的 这个不用验证了吧.
因此 G/N 在这个乘法下真的构成群！它的单

位元就是 N 这个左陪集. G/N 称为 G关于 N 的商
群( quotient group ).

例 4 . G = Z, N = nZ, n > 0. 由于 Z是 Abel
群,因此 nZ 是 Z 的正规子群. N 在 G 中的左
陪集都形如

i+ nZ (注意 Z 中运算为加法)
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恰为与 i 模 n 同余的所有整数组成的集合．为
简便,我们记

[i] := i+ nZ
并且

[i] + [j] = [i+ j]

我们把 Z/nZ 记为 Zn, 它有 n 个元素
[0], [1], · · · , [n− 1]

单位元是 [0]. 它还是一个循环群 (由 [1] 生成).

4

可解群的正式定义

我们再来回顾可解群的描述.

定义 9.5 . 有限群 G 是可解群,如果存在子群
序列

{e} = Gn ◁Gn−1 ◁ · · ·◁G1 ◁G0 = G

使得对于所有 i = 0, · · · , n− 1 有
abGi+1 = baGi+1, ∀a, b ∈ Gi

现在 Gi+1 是 Gi 的正规子群,因此
abGi+1 = baGi+1, ∀a, b ∈ Gi

等于说
Gi/Gi+1 是 Abel 群!

因此,可解群的正式定义就出炉了

定义 9.6 . 有限群 G 是可解群,如果存在子群
序列

{e} = Gn ◁Gn−1 ◁ · · ·◁G1 ◁G0 = G

使得对于所有 i = 0, · · · , n− 1

Gi/Gi+1 是 Abel 群.

10 第一同构定理

本期前言

这一期讲述群论中简单又极为重要的定理
群同态基本定理

1

群的同构

不知道大家注意到没有,前面我们讲到的一些
群的例子是很“相似”的,比如

〈ρ〉 ⩽ D3

Z3 = Z/3Z
它们都是 3 阶循环群．元素分别是

〈ρ〉 = {e, ρ, ρ2}

Z3 = {[0], [1], [2]}

考虑对应

ϕ : Z3 −→ 〈ρ〉
[0] 7→ e

[1] 7→ ρ

[2] 7→ ρ2

我们很容易发现,这个对应是与两边群的运算是协
调的．比如: 左边

[1] + [2] = [0]

右边

ρρ2 = ρ3 = e

即

ϕ([1] + [2]) = ϕ([1])ϕ([2])

一般的,假设
(G, ·) 和 (H, ∗)

是两个群,如果有一个双射
ϕ : G −→ H

与 G 和 H 中的运算协调一致,即
ϕ(a · b) = ϕ(a) ∗ ϕ(b)

对所有 a, b ∈ G 成立,这时感觉 G 和 H 本
质上是差不多的,称 ϕ 为群 G 到 H 的一个同
构(isomorphism)．此时称 G 与 H同构,记作

G ' H
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这种情况下 G 和 H 的结构是一致的,它们的子群也
是一一对应的,G 有某种性质 (比如可解) 当且仅当
H 具有同样的性质．

需要指出的是,并不是所有同构的群都这么容
易看出来,有时候会隐藏得比较深,不容易看出来．比
如

SLn(R) (行列式为 1 的 n 阶实方阵)
是

GLn(R) (n 阶可逆实矩阵)
的正规子群,对应的商群

GLn(R)/ SLn(R) 与 (R∗, ·)
是同构的,但好像一下子看不出来．
又比如

K4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
是 S4 的正规子群,你看得出来对应的商群

S4/K4 与 S3

是同构的吗 ? 下面要讲的方法将会让你很快看出来
上面两组群确实是同构的．

2

群的同态

在学习向量空间的时候,我们除了考虑向量空
间的同构,很多时候我们还需要考虑向量空间之间
的线性映射．

回顾下,假设 V,W 是 R 上向量空间,映射
σ : V −→ W

称为一个线性映射,如果

σ(v1 + v2) = σ(v1) + σ(v2)

σ(kv) = kσ(v)

对所有 v, v1, v2 ∈ V , k ∈ R 成立. 也就是说 σ 保持
向量的加法和数乘．

定义 10.1 . 对于群 (G, ·)和 (H, ∗)而言,如果
一个映射

ϕ : G −→ H

满足
ϕ(a · b) = ϕ(a) ∗ ϕ(b)

对所有的 a, b ∈ G 成立,则称 ϕ 为一个群同态(
group homomorphism )

与群同构相比,这里我们不再要求 ϕ 是双射.

可谓“退一步海阔天空”,没有了“双射”这个
包袱,就很容易建立两个群之间的群同态．比如:

π : Z −→ Z/nZ
i 7→ [i]

det : GLn(R) −→ R∗

A 7→ det(A)
肯定很多人心里在打鼓,这又有什么用呢 ?
我们不妨看看一个群同态到底有什么特点．

现在开始,为记号方便,我们假设群 G 和 H 中
的运算都是乘法,并略去不写．

假设

ϕ : G −→ H

是群同态．下面开一个简短的发布会．

群同态简短发布会实录
问 1: ϕ 你把单位元 eG 映到哪里去了?

ϕ(eG) = ϕ(eGeG) = ϕ(eG)ϕ(eG)

因此
ϕ(eG)eH = ϕ(eG)ϕ(eG)

两边左乘以 ϕ(eG)
−1, 得
eH = ϕ(eG)

所以 ϕ 将 eG 映为 eH .
问 2: ϕ 把 G 中元素 a 的逆元映到哪里去

了?
ϕ(a)ϕ(a−1) = ϕ(aa−1) = ϕ(eG) = eH

因此
ϕ(a−1) = ϕ(a)−1

由问 1 和问 2, 其实就可以发现

命题 10.2 . 假设
ϕ : G −→ H

是一个群同态, K 是 G 的子群,则 ϕ(K) 是 H

的子群．特别的, ϕ 的像集 Imϕ 是 H 的子群.

证明. 任取
ϕ(a), ϕ(b) ∈ ϕ(K)

其中 a, b ∈ K, 有
ϕ(a)ϕ(b)−1 = ϕ(a)ϕ(b−1) (由问 2)

= ϕ(ab−1) (ϕ 保运算)
由于 K ⩽ G, 因此

ab−1 ∈ K

从而

ϕ(a)ϕ(b)−1 = ϕ(ab−1) ∈ ϕ(K)

所以 ϕ(K) ⩽ H.

还有一个问题．
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问 3: 什么时候 ϕ 是单射?
大家肯定问,这还有啥好说的,ϕ 是单射的时候

自然就是单射．

回想线性映射的时候,一个线性映射 σ 是单射
只要看零向量的原像是不是只有零向量就行了．群
同态是否有类似的事情呢?

命题 10.3 . 一个群同态
ϕ : G −→ H

是单射当且仅当
Kerϕ := {a ∈ G | ϕ(a) = eH}

只包含 eG 一个元素.

这里 Kerϕ 称为 ϕ 的Kernel.

证明. 如果 ϕ 是单射, eH 当然只能有一个原像 (由
问 1,我们知道它有个原像是 eG),即

Kerϕ = {eG}
反过来,如果 Kerϕ = {eG}, 即 eG 是 eH 在 ϕ 下唯
一的原像．

现假设 a, b ∈ G 满足

ϕ(a) = ϕ(b)

则

ϕ(ab−1) = ϕ(a)ϕ(b−1) (因为 ϕ 是群同态)
= ϕ(a)ϕ(b)−1 (由问 2)
= eH

所以

ab−1 ∈ Kerϕ
由于 Kerϕ = {eG},所以

ab−1 = eG

a = b

所以 ϕ 是单射.

3

第一同构定理

假设

ϕ : G −→ H

是一个群同态.
我们可以把 G 的元素杂乱无章的散落一地

G : e •

•••
•

•

•
•
•

••

•
••
••
••

• •

• •
• •

•

•
•

•

••
•

• • •
••

•

•

•

•

有群同态 ϕ 后,根据像的不同,把它们重新排队

G :
• • • •• • • •• • • •• • • •• • • •• • • •• • • •

eG a b c

H : eH ϕ(a) ϕ(b) ϕ(c) • • •

Kerϕ

由定义,我们知道
ϕ−1(eH) = Kerϕ

也就是上面图中第一列为 Kerϕ,其他列呢 ?
第二列是 ϕ(a) 的所有原像,就是 G 中被 ϕ 映

为 ϕ(a) 的那些元素,即
{x ∈ G | ϕ(x) = ϕ(a)}

但是
ϕ(x) = ϕ(a)

⇔ϕ(a)−1ϕ(x) = eH

⇔ϕ(a−1)ϕ(x) = eH

⇔ϕ(a−1x) = eH

⇔a−1x ∈ Kerϕ

⇔x ∈ a Kerϕ

也就是说第二列恰为

a Kerϕ
这样,上面的图就变成了这样

G :
• • • •• • • •• • • •• • • •• • • •• • • •• • • •

eG a b c

H : eH ϕ(a) ϕ(b) ϕ(c) • • •

Kerϕ aKerϕ bKerϕ cKerϕ

这个看上去怎么那么像左陪集呀 ?
慢着！如果我没有记错的话,咱们还没有说

明Kerϕ 是 G 的子群吧?
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引理 10.4 . 假设 ϕ : G −→ H 是一个群同
态,那么 Kerϕ 是 G 的正规子群．

证明. 假设 x, y ∈ Kerϕ. 则
ϕ(xy−1) = ϕ(x)ϕ(y)−1 = eHe−1

H = eH

因此
xy−1 ∈ Kerϕ

所以 Kerϕ 是 G 的子群
另外任取 g ∈ G, x ∈ Kerϕ,我们有

ϕ(gxg−1) = ϕ(g)eHϕ(g)−1 = eH

因此
gxg−1 ∈ Kerϕ

所以 Kerϕ 是 G 的正规子群.

综合一下我们前面的讨论, 我们发现

命题 10.5 . 假设 ϕ : G −→ H 为群同态,那么
存在一一对应

ϕ : G/Kerϕ −→ Imϕ

aKerϕ 7→ ϕ(a)

下面就是我们最重要的
第一同构定理

定理 10.6 第一同构定理. 假设 ϕ : G −→ H

是一个群同态,那么
ϕ : G/Kerϕ −→ Imϕ

aKerϕ 7→ ϕ(a) 是群同构.

证明. 前面我们已经知道 ϕ是一一映射,只需要说明
其保运算即可. 为了记号方便,我们记

K := Kerϕ
则有

ϕ((aK)(bK)) = ϕ(abK)

= ϕ(ab)

= ϕ(a)ϕ(b)

= ϕ(aK)ϕ(bK)

因此 ϕ 保运算,从而是群同构．

有了第一同构定理,我们很容易得到一些群之间的
同构．例如: 假设 〈a〉 是一个 n 阶循环群,容易验证

π : Z −→ 〈a〉
i 7→ ai

是一个群同态．它的 Kernel 是什么呢 ?
i ∈ Kerπ ⇔ ai = e ⇔ n|i

因此
Kerπ = nZ

另一方面,显然 π 是满射,即
Imπ = 〈a〉

由第一同构定理得
Zn = Z/nZ ' 〈a〉

也就是说

所有 n 阶循环群都同构于 Zn.

例 5 . 考虑取行列式
det : GLn(R) −→ R∗

我们已经知道它是一个群同态,很显然它也是
满射．那它的 Kernel 是什么呢?

Ker(det) = {A ∈ GLn(R) | det(A) = 1}

= SLn(R)

因此,由第一同构定理
GLn(R)/ SLn(R) ' R∗
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11 第二、第三同构定理

本期前言

上一期我们讲了
群同态基本定理

的第一同构定理

定理 11.1 第一同构定理. 假设 ϕ :

G −→ H 是一个群同态,那么
ϕ : G/Kerϕ −→ Imϕ

a Kerϕ 7→ ϕ(a) 是群同构.

但我还是看不出来为啥
S4/K4 ' S3

这一期我们就聊聊第一同构定理的两个应用
第二同构定理

第三同构定理 其实它们的本质都是第一同构定
理,但有时候直接用另外两个同构定理会更方
便．

1

第二同构定理

第二同构定理就是针对 S4/K4 这种情况.
如果用第一同构定理,要证明

S4/K4 ' S3

最自然的想法是找一个从 S4 到 S3 的群的满同态 ϕ

使得 Kerϕ = K4,但想来想去,好像不太好找这么一
个群同态．
倒过来 S3 反而可以看成 S4 的子群．
等等！你说什么 ? S3 是 S4 的子群 ?
是呀,怎么了 ?
我这里 K4 可是 S4 的正规子群！
是呀,又能咋地 ?
子群和正规子群,子群和正规子群．．．
它们乘起来还是 S4 的子群呀．
对哈,它们乘起来是哪个子群呢 ?

S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}

K4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

它们的乘积 S3K4 同时包含 S3 和 K4. 取

(12) ∈ S3, (12)(34) ∈ K4

这两个元素都在 S3K4 中因此它们的乘积也应该在
S3K4 中,所以

(34) = (12)(12)(34) ∈ S3K4

同样的道理
(13) ∈ S3, (13)(24) ∈ K4

(23) ∈ S3, (14)(23) ∈ K4

从而
(24) = (13)(13)(24) ∈ S3K4

(14) = (14)(23)(23) ∈ S3K4

请注意看上面这些蓝色元素

• 它们为 S4 中所有的对换
• 它们都在 S3K4 中

由于 S4 中元素都可以写成对换的乘积,因此这些乘
积还在 S3K4 中 (谁叫咱是子群呢)．所以

S3K4 = S4

这样有个好处
K4 的左陪集代表元可以全取 S3 中元素

即
S4/K4 = {σK4 | σ ∈ S3}

这样我们可以建立一个
从 S3 到 S4/K4 的群的满同态呀！

ϕ : S3 −→ S4/K4

σ 7→ σK4

(验证 ϕ 确实是群同态). 其 Kernel 是什么呢 ?

Kerϕ = {σ ∈ S3 | σK4 = K4}

= {σ ∈ S3 | σ ∈ K4}

= S3 ∩K4

由第一同构定理
S3/(S3 ∩K4) ' S4/K4

但是
S3 ∩K4 = {e}

因此
S3 ' S3/(S3 ∩K4)

从而
S3 ' S4/K4

Oh Yeah! 终于证明成功！总结下我们遇到了什么情
况．

群 G 有两个子群
H 和 N

其中 N 是 G 的正规子群.
HN 还是 G 的子群并且
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N ◁HN

HN 关于 N 的商群就会是这样
HN/N = {hN | h ∈ H}

于是我们就愉快的构造了一个群同态
ϕ : H −→ HN/N

h 7→ hN 这是一个满同态,且

Kerϕ = {h ∈ H | hN = N}

= {h ∈ H | h ∈ N} = H ∩N

由第一同构定理
H/(H ∩N) ' HN/N

这就是我们的

定理 11.2 第二同构定理. 假设 H 是群 G 的
子群,而 N 是 G 的正规子群,那么

H/(H ∩N) ' HN/N

这个定理可以用一个图来描述

H

HN

N

H ∩N

◁

⇒ H

HN

N

H ∩N

◁

H

H ∩N
' HN

N

例 6 . G = GL2(C),H = SL2(C), N = {C∗I2}
容易发现

HN = G, H ∩N = {±I2}
由第二同构定理

HN/N ' H/(H ∩N)

即
GL2(C)/C∗I2 ' SL2(C)/{±I2}

左边这个商群是射影一般线性群 (projective
general linear group), 右边这个商群是射影特
殊线性群 (projective special linear group). 分
别记为

PGL2(C),PSL2(C)
在 2 阶的时候,虽然 SL2(C) 比 GL2(C) 小很
多,但当对它们取“射影”版本时,它们就同构
了．

2

第三同构定理

第三同构定理考虑的是这样一种情形
K ◁G,N ◁G

K ⊆ N ⊆ G

例如 24Z ⊆ 6Z ⊆ Z. 这时有两个商群
G/K,G/N

对于 K 的每一个左陪集 gK, 显然
gK ⊆ gN

我们断言

gN 是唯一包含 gK 的 N 的左陪集

实际上,若 aN 是另一个包含 gK 的左陪集,特别地
g ∈ aN

但这样一来,由命题7.3
gN = aN

这样我们可以建立一个简单的满同态
π : G/K −→ G/N

gK 7→ gN

其 Kernel 是

{gK ∈ G/K | gN = N}

={gK ∈ G/K | g ∈ N}

=N/K

由第一同构定理,我们得到
(G/K)/(N/K) ' G/N

这就是

定理 11.3 第三同构定理. 假设 N 和 K 是 G

的正规子群且
K ⊆ N ⊆ G

则
(G/K)/(N/K) ' G/N

例 7 . 假设 d|n 是两个正整数,那么
nZ ⊆ dZ ⊆ Z

它们显然都是 Z 的正规子群．由第三同构定理
(Z/nZ)/(dZ/nZ) ' Z/dZ

即 Zn/dZn ' Zd.
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12 满同态

本期前言

这一期讨论一个特殊的情况

本期总是假定
ϕ : G −→ H

是一个群的满同态

然后讨论
G 的子群与 H 的子群之间的关系

1

一一对应

实际上这是一个比较简单的问题. 假设
H1 ⩽ H

是 H 的一个子群,取
ϕ−1(H1) := {a ∈ G | ϕ(a) ∈ H1}

很容易证明

引理 12.1 . ϕ−1(H1) 是 G 的子群且 Kerϕ ⊆
ϕ−1(H1).

证明. 取任意 a, b ∈ ϕ−1(H1), 则

ϕ(ab−1) = ϕ(a)ϕ(b−1)

= ϕ(a)ϕ(b)−1

由于

ϕ(a), ϕ(b) ∈ H1

而 H1 ⩽ H, 所以
ϕ(a)ϕ(b)−1 ∈ H1

从而有

ϕ(ab−1) = ϕ(a)ϕ(b)−1 ∈ H1

所以 ab−1 ∈ ϕ−1(H1), 故而 ϕ−1(H1) ⩽ G.
另外,对任意 a ∈ Kerϕ 有

ϕ(a) = eH ∈ H1

从而 a ∈ ϕ−1(H1)．所以 Kerϕ ⊆ ϕ−1(H1).

这个引理告诉我们,给一个 H 的子群 H1,取其
在 ϕ 下的原像构成的集合

ϕ−1(H1)

就是 G 中介于 Kerϕ 和 G 之间的子群．
也就是说我们有一个映射

{H 的子群}→{G 的包含 Kerϕ 的子群}
H1 7→ ϕ−1(H1)

实际上这是一个非常好的对应．

定理 12.2 . 1. 上面的映射 ϕ−1 是一一
对应

2. ϕ−1({eH}) = Kerϕ, ϕ−1(H) = G

3. 若 H1 ⩽ H2 ⩽ H, 则
ϕ−1(H1) ⩽ ϕ−1(H2)

如果 H1 ◁H2, 则
ϕ−1(H1)◁ ϕ−1(H2)

且对应的商群同构
H2/H1 ' ϕ−1(H2)/ϕ

−1(H1)

4. 若 H1 ◁H, 则 ϕ−1(H1)◁G 且
G/ϕ−1(H1) ' H/H1

用一个图来感受下这个定理

G H
ϕ

Kerϕ •eH

证明. 1. 为证明 ϕ−1 是双射,我们为 ϕ−1 找一个逆
映射．
任给 G 的包含 Kerϕ 的子群 G1, 由第 10 期的

命题 2, G1 在 ϕ 下的像集 ϕ(G1) 是 H 的一个子群．
因此,我们得到映射

ϕ: {G 的包含 Kerϕ 的子群} −→ {H 的子群}
G1 7→ ϕ(G1)

要证明 ϕ−1 是双射,只需要证明

ϕ(ϕ−1(H1)) = H1, ∀H1 ⩽ H

ϕ−1(ϕ(G1)) = G1, ∀Kerϕ ⩽ G1 ⩽ G

先来证明第一个．对任意 H1 ⩽ H, 由定义
ϕ(ϕ−1(H1)) ⊆ H1

反过来,对任意 h ∈ H1,由于
ϕ : G −→ H

是满射,因此存在 a ∈ G 使得 ϕ(a) = h. 所以
a ∈ ϕ−1(H1)

h = ϕ(a) ∈ ϕ(ϕ−1(H1))

即 H1 ⊆ ϕ(ϕ−1(H1)). 从而
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ϕ(ϕ−1(H1)) = H1

再证明第二个等式. 对任意

Kerϕ ⩽ G1 ⩽ G

由定义可知

G1 ⊆ ϕ−1(ϕ(G1))

反过来,对任意 a ∈ ϕ−1(ϕ(G1)) 有

ϕ(a) ∈ ϕ(G1)

即存在 b ∈ G1 使得

ϕ(a) = ϕ(b)

从而

ϕ(b−1a) = ϕ(b)−1ϕ(a) = eH

所以 b−1a ∈ Kerϕ, 从而

a ∈ bKerϕ

但 b ∈ G1,Kerϕ ⊆ G1, 所以

bKerϕ ⊆ G1

故而 a ∈ G1. 由此我们证明了

ϕ−1(ϕ(G1)) ⊆ G1

所以

ϕ−1(ϕ(G1)) = G1

2. 由定义可得

3. 显然 H1 ⩽ H2 可以推出

ϕ−1(H1) ⩽ ϕ−1(H2)

假设 H1 是 H2 的正规子群．我们可以建立群同态

f : ϕ−1(H2) −→ H2/H1

a 7→ ϕ(a)H1

Check 下 f 确为满同态, 因为

ϕ : ϕ−1(H2) −→ H2

为满射．计算下 Ker f

Ker f = {a ∈ ϕ−1(H2) | ϕ(a)H1 = H1}

= {a ∈ ϕ−1(H2) | ϕ(a) ∈ H1}

= ϕ−1(H2) ∩ ϕ−1(H1)

= ϕ−1(H1)

因此

ϕ−1(H1) = Ker f ◁ ϕ−1(H2)

并且由群的第一同构定理

ϕ−1(H2)/ϕ
−1(H1) ' H2/H1

4. 由 3 取 H2 = H 即得.

2

自然满同态

特别的,假设 G 是一个群,而 N 是 G 的正规子
群,那么

π : G −→ G/N

a 7→ aN

是一个群的满同态且 Kerπ = N . 由上面的定理,
商群 G/N 的子群和 G 的包含 N 的子群一一对应.
上面这种满同态称为自然满同态

这种情况下,一个比较大的群 G 被拆分成了一
个小一点正规子群 N 和一个商群 G/N ,这个商群同
样看起来比 G 要“小”一点．

一个比较有意思的想法是:

当 N 和 G/N 同时具有某种性质的时候,G有
可能也具有这种性质

比如: 如果 N 和 G/N 的阶数都是一个素数 p 的方
幂,那么 G 的阶数也是 p 的方幂．

这个性质可能太无聊了,来个有意思点的

定理 12.3 . 假设 N 是有限群 G 的正规子
群,如果 N 和 G/N 都是可解群,那么 G 也是
可解群.

证明. N 可解是什么意思? (第 9 期)
就是存在子群序列

{e} = Nm ◁Nm−1 ◁ · · ·◁N0 = N (∗)
使得这些商群

Ni/Ni+1, i = 0, · · · ,m− 1

都是 Abel 群．
G/N 可解呢,就是存在

{N} = Hr ◁Hr−1 ◁ · · ·◁H0 = G/N

使得对应的商群

Hi/Hi+1, i = 0, · · · , r − 1

都是 Abel 群．由定理12.2, 我们有序列
N = π−1(Hr)◁ π−1(Hr−1)◁ · · ·◁ π−1(H0) = G

(∗∗)
且有商群同构

π−1(Hi)/π
−1(Hi+1) ' Hi/Hi+1, i = 0, · · · , r − 1

因此

π−1(Hi)/π
−1(Hi+1), i = 0, · · · , r − 1
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也是 Abel 群．我们把 (∗) 和 (∗∗) 拼起来就得到

{e} = Nm ◁Nm−1 ◁ · · ·◁N = π−1(Hr)

◁π−1(Hr−1)◁ · · ·◁ π−1(H0) = G

中这个序列中每个相应的商群都是 Abel 群,因此 G

是可解群.

例 8 . 比如 K4 是 S4 的正规子群,且对应商群
S4/K4 ' S3

K4 为 Abel 群,因此可解,而
{e}◁A3 ◁ S3

为 S3 的一个子群序列满足
A3, S3/A3

分别是 3阶和 2阶群,必是循环群,从而是 Abel
群．因此 S3 可解．
利用定理12.3可得 S4 可解．

例 9 . 考虑 Z 的子群 nZ, 对应是商群是 Zn.
Z 中包含 nZ 的子群是

{dZ | d 整除 n}
Zn 的子群是

{dZn | d 整除 n}
自然满同态

π : Z −→ Zn

给出它们的一一对应
π(dZ) = dZn

13 群作用

本期导言

写这一期,真的感觉压力山大,因为这是一
个

想像力决定生产力
的超级项目

群在集合上的作用 (action)
它最“入门级”的应用:
每个有限群都同构于某个对称群的子群

看上去也不是显然的．
群怎么能作用在一个集合上呢 ? 且看分解．

1

集合的变换群

大多数“空间”都有其变换群,就是
其到自身的保持其“结构”的双射的全体

其运算是映射的复合,这个在第 2 期讲对称的时候
就出现过了,只不过没有给它一个“名份”．

n 维 F -向量空间 Fn 的变换群为

GL(Fn) := {Fn 到自身的线性自同构}
也就是 Mn(F ) 中的所有可逆矩阵的全体.
欧氏空间 Rn 的变换群是

{Rn 上的正交变换}
即所有的 n 阶正交矩阵.
那给定一个集合

X

呢? 其变换群是什么呢? 由于单纯的集合上没有运
算,没有长度,没有任何“结构”可言,因此,其变换群
就应该是

S(X) := {X 到自身的双射}

例 10 . 当 X = {1, 2, · · · , n} 时,S(X) 就是
Sn.

当然,今后还会学到很多“空间”,都可以按照这个
思想考虑其变换群．

这次我们只考虑集合的变换群.
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2

集合的变换群的作用 (action)

现在假设 X 是一个集合, 其变换群
S(X) (X 到 X 双射的全体)

中的每个元素 f(实际上就是一个 X 到 X 的双射)
都可以“作用”在 X 上:

f : x 7→ f(x)

例 11 . X = {1, 2, 3}, S(X) = S3 S3 中元素
都可以作用在 X 上,比如:

σ = (123)

作用在 1 上得到 2, 作用在 2 上得到 3,作用在
3 上得到 1.

3

其他群作用在 X 上

给定一个集合 X,除了 S(X) 可以作用在 X

上,另外一个群 G 也想“作用”在 X 怎么办呢 ?
只有一个办法,让 G 中的元素
“化身”为 S(X) 中元素 (双射)

也就是让每个 G 中的元素都“扮演”S(X) 中的一
个角色．换成数学语言,给一个从 G 到 S(X) 的映
射

ϕ : G −→ S(X)

这样 G 中的元素 g 就可以“作用”在 X 上了
g : X −→ X

x 7→ ϕ(g)(x)

g 就像 ϕ(g) 一样作用在 X 上.

例 12 . 假设 ∆ 为正 n 边形,其顶点的集合记
为

∆0

此时 Dn 中的元素是 R2 上的一些旋转或者翻
折,按理说这不是 S(∆0) 中的元素,但由于 Dn

中的每个变换 σ 都将正 n 边形的顶点变为其
顶点,因此 σ 可以限制到 ∆0 上“化身”为 ∆0

的一个双射,从而可以“作用”在 ∆0 上．

Warning: 前方深坑！

问题 4 . 是不是G中元素“随意”化身为 S(X)

中的元素都是我们喜欢的呢 ?

例 13 . Bad Example 比如: 我们将 3 阶循
环群

{e, a, a2}
的元素按下面的方式化身为 S3 中元素

e 7→ (12)

a 7→ (23)

a2 7→ (13)

看看它们“作用”在 {1, 2, 3} 上有什么效果．

1
a→ 1

a→ 1

1
a2

→ 3

这 ? 用 a 作用两次和用 a2 作用效果不一样?
这叫什么作用呀? 真讨厌！

因此我们喜欢的作用应该是这样的

定义 13.1 . 假设 X 是一个集合,G 是一个
群,G 在 X 上的一个群作用是一个映射

ϕ : G −→ S(X)

满足
ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab), ∀a, b ∈ G

即: ϕ 是一个群！同！态！

例 14 . Good example 1
G = SO(R3) 是 R3 上的所有旋转变换构

成的群.
集合

X := S2

是 R3 中的单位球面. 我们知道单位球面上的
点在旋转变换下的像还在单位球面上,因此每
个 R3 上的旋转变换都可以化身为 X = S2 到
自身的双射 (通过限制). 对应的群同态为

SO(R3) −→ S(X)

σ 7→ σ|X
Good example 2
假设 ∆ 是一个正 n 边形.

X := ∆0

是 ∆ 的所有顶点组成的集合. ∆ 的对称群 Dn

中每个元素将 ∆ 的顶点映为顶点,因此 Dn 通
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过群同态

Dn −→ S(∆0) = Sn

σ 7→ σ|∆0

作用在 ∆0 上．

4

换个说法

需要说明的是,考虑群在集合上的作用是一个
非常考验脑洞的游戏,有些脑洞大开的人会找到一
些让人意想不到的群作用．
我们整理下思路,要确定群 G 在集合 X 上的一

个群作用需要做哪些事情?

• 给 G 中每个元素 a 找一个“扮演对
象”ϕ(a): X 到自身的双射 (需要证明
是单,满)

• 证明
ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab), ∀a, b ∈ G

如果不是前面说的那些很自然的群作用,而是自己
开的脑洞想出来的,要验证是不是群作用看上去工
作量还不少．
其实有一个工作量相对比较少的办法．

对每个 a ∈ G, x ∈ X, 给定一个 X 中元素与之
对应,记为 a · x, 即给出一个映射

ϕ : G×X −→ X

(a, x) 7→ a · x 这其实相当于将每个 a ∈ G 化身
为 X 到自身的映射

ϕa : X −→ X

x 7→ a · x 但不承诺这个映射是双射.

那要怎样才能保证上面这个 ϕa 是双射,且
G −→ S(X)

a 7→ ϕa

是群同态呢? 实际上只要保证下面两点就够了．

• e · x = x, ∀x ∈ X

• a · (b · x) = (ab) · x, ∀a, b ∈ G, x ∈ X

这里看上去没有要求 ϕa 是双射,但实际上把这两条
翻译成映射的语言就是

• ϕe = idX (X 上恒等映射)
• ϕaϕb = ϕab, ∀a, b ∈ G

这样就能保证

ϕaϕa−1 = ϕe = idX = ϕa−1ϕa

对所有 a ∈ G 成立,因此所有的 ϕa 都是双射．由上
面条件的第 2 个条件就知道

G −→ S(X)

a 7→ ϕa

是一个群同态.
这实际上说明只要为每个 a ∈ G, x ∈ X 都给定

一个 X 中元素

a · x
满足

e · x = x, ∀x ∈ X

(ab) · x = a · (b · x), ∀a, b ∈ G, x ∈ X

这样就能给出一个 G 在 X 上的作用．

反过来,给 G 在 X 上的一个群作用

ϕ : G −→ S(X)

只要我们记

a · x := ϕ(a)(x)

就会有

e · x = ϕ(e)(x)

= idX(x) = x

对所有 x ∈ X 成立.

(ab) · x = ϕ(ab)(x)

= ϕ(a)ϕ(b)(x)

= ϕ(a)(b · x)

= a · (b · x)

对所有的 a, b ∈ G, x ∈ X 成立.
由此可见群作用的定义13.1与下面这个定义是

等价的,只是说法不一样而已．

定义 13.2 . 群 G 在一个集合 X 上的一个群
作用就是对每个 a ∈ G, x ∈ X 给定一个

a · x ∈ X

满足
• e · x = x, ∀x ∈ X

• (ab) · x = a · (b · x), ∀a, b ∈ G, x ∈ X
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5

群作用的例子

例 15 . G 是一个群, X = G, 对每个 a ∈ G,
x ∈ G, 我们给定

a · x := ax

可以发现
• e · x = ex = x, ∀x ∈ X

• (ab) · x = abx = a(bx) = a · (b · x)
∀a, b ∈ G, x ∈ X

这个群作用称为 G 在自身上的左乘作用.
如果我们换一种方式,指定

a · x := axa−1

的话,可以发现
e · x = exe−1 = x, ∀x ∈ X

对任意 a, b ∈ G, x ∈ X

(ab) · x = abx(ab)−1

= abxb−1a−1

= a(bxb−1)a−1

= a · (b · x)

这也是 G 在自身上的一个群作用,我们通常称
这个群作用为共轭作用．

上面这个左乘作用实际上会告诉我们一个意想不到
的结论．
假设 G是一个 n阶群,考虑 G在自身上的左乘

作用
a · x := ax, ∀a, x ∈ G

换成群同态的语言
ϕ : G −→ S(G)

a 7→ (ϕ(a) : x 7→ ax)

是个群同态．那这个群同态的 Kernel 是什么呢 ?

Kerϕ = {a ∈ G | ϕ(a) = idG}

= {a ∈ G | ax = x, ∀x ∈ G}

= {e}

因此 ϕ 是单射．这样我们得到一个很“酷”的结论:
G 同构于 S(G) 的子群 Imϕ

而 G 有 n 个元素,这意味着 S(G) ' Sn. 这样我们
就得到下面这个群作用的“入门级”应用

定理 13.3 Cayley定理. 对任意有限群G,都
存在正整数 n 使得 G 同构于 Sn 的一个子群．

本期最后再列举几个群作用的例子．

例 16 . 假设 G 是一个群,而 H 是 G 的子群．
考虑

X := {xH | x ∈ G}
为 H 的左陪集的全体．对任意 a ∈ G, xH ∈ X,
定义

a · xH := axH

可以验证,这是一个群作用.
跟前一个例子类似,如果考虑

X = {xHx−1 | x ∈ G}
即同 H 的共轭子群组成的集合,并定义

a · xHx−1 := axHx−1a−1

∀a ∈ G, xHx−1 ∈ X

这也是一个群作用．
这两个群作用将在我们后面讲 Sylow 定理

时发挥巨大的作用！

例 17 . G = GLn(R), X = Mn(R) 对于 T ∈
G, A ∈ X, 定义

T ·A := TAT−1

例 18 . G = GLn(R), X = Rn 对于 T ∈ G,
v ∈ X, 定义

T · v := Tv

后面几期,我们将看到群作用的神奇作用．
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14 轨道的大小

本期导言

这一期我们来看下这个想像力决定生产
力的群作用项目到底有什么稀奇的．我只想
说,它轻轻的拂动一下曼妙的身姿,就会有意料
之外的金光出现,请看本期讲述．

1

群作用的轨道

先来个简单的例子
G = SO(R2): 平面上绕原点的旋转变换

X = R2

SO(R2) 自然的作用在 R2 上:
SO(R2)× R2 −→ R2

(A, v) 7→ Av

这里我们将 R2 中的点 v 写成列向量的形式．当我
们固定一个 R2 中的点, 例如:

v := [1, 0]T ∈ R2

在 SO(R2) 的作用下,这个点会被变成哪些点呢 ?
SO(R2) 为所有绕原点的旋转变换,因此 v =

[1, 0]T 在这些旋转变换下可以得到的点恰为单位圆
上所有的点．

x

y

•
v

•
•
•

••
•••••••••

•
•
•
•
•
•
•
• • • • • • • • • • •

•
•
•

它们恰好组成整个单位圆．我们称之为 v 在 SO(R2)

的作用下的轨道(orbit).

定义 14.1 . 一般的, 如果群 G 作用在一个集
合 X 上

G×X −→ X

(a, x) 7→ a · x 对于 x ∈ X,其在 G 的作用下得

到的所有 X 中的元素组成的集合
Ox := {a · x | a ∈ G}

称为 x 在 G 的作用下的轨道(orbit).

例 19 . Sn 自然的作用在集合
{1, · · · , n}

上．1 在 Sn 下的轨道 O1 是什么样子 ? 很显然
1 自己在 O1 中,因为

1 = e(1)

对于 2 ⩽ i ⩽ n, 我们有
(1i)(1) = i

因此整个 X 都包含在 O1 中,所以
O1 = X

例 20 . σ = (124)(35) ∈ S5, 而
G = 〈σ〉

为 σ 在 S5 中生成的循环子群．G 也可以自然
的作用在

X = {1, 2, 3, 4, 5}
上．那这几个元素在 G 作用下的轨道都是什么
样子呢? 简单计算就会发现

O1 = O2 = O4 = {1, 2, 4}

O3 = O5 = {3, 5}

2

不同轨道的关系

从例20我们看到,有些元素在 G 作用下的轨道
是一样的,其实如果大家稍微仔细一点,就会发现,恰
好是

同一轨道中的元素在 G 作用下的轨道一样

这个是不是一般的规律呢 ? 也许我们应该问一个更
一般的问题.

问题 5 . 假设群 G 作用在集合 X 上．对于 X

中两个元素 x, y, 它们在 G 的作用下形成的轨
道

Ox 和 Oy

到底有什么关系?
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先来看一个特殊的情况,假设
y ∈ Ox

会不会像例20那样 Oy = Ox 呢 ?

引理 14.2 . 假设群 G 作用在集合 X

上,x, y ∈ X 为 X 中两个元素．那么
y ∈ Ox⇔Ox = Oy

证明. 如果 Ox = Oy,特别的
y ∈ Oy = Ox

反过来,假设 y ∈ Ox, 即存在 a ∈ G 使得
y = a · x

因此
Oy = {b · y | b ∈ G}

= {b · (a · x) | b ∈ G}

= {(ba) · x | b ∈ G}

⊆ Ox

由于
x = e · x

= (a−1a) · x

= a−1 · (a · x)

= a−1 · y

因此,同理可得 Ox ⊆ Oy. 所以 Ox = Oy.

推论 14.3 . 假设群 G 作用在集合 X

上,x, y ∈ X 为 X 中两个元素．那么下面几
条等价

1. Ox = Oy

2. y ∈ Ox

3. Ox ∩Oy 6= ∅

证明. 上的面引理已经证明了1 ⇔ 2

2 ⇒ 3. 由条件 2,显然 y ∈ Ox ∩Oy,因此
Ox ∩Oy 6= ∅.

3 ⇒ 1. 假设
z ∈ Ox ∩Oy

由引理14.2
Ox = Oz, Oz = Oy

所以 Ox = Oy.

实际上 G 在 X 上的群作用在 X 上正好定义了一个
等价关系

x ∼ y: ∃a ∈ G 使得 y = a · x
而 Ox 正好是这个等价关系下 x 所在的等价类．
两个轨道之间要么相等,要么交集为空.

因此,X 是所有互不相同的轨道的并 (不同的轨
道之间交集为空)．

3

轨道的大小

这一节我们总是假设群 G 作用在集合 X 上,这
一小节的问题是

问题 6 . 轨道 Ox 中有多少个元素?

我们知道

Ox = {a · x | a ∈ G}
理论上这个轨道的元素最多跟 G 的元素个数一
样,但不排除有些情况下不同的 G 中元素 a, b 作
用在 x 上的结果一致,即:

a · x = b · x
这样 Ox 中的元素就没有 G 的元素多了．

由此可见,搞清楚啥时候 G 中的元素作用在 x

上的效果一样,就能搞清楚轨道 Ox 有多少个元素．
那啥时候 a, b ∈ G 满足

a · x = b · x
呢 ? 实际上,这当且仅当

a−1 · (a · x) = a−1 · (b · x)
当且仅当

(a−1b) · x = x

也就是说,当且仅当 a−1b 作用在 x 上保持 x 不动．
令

Gx := {g ∈ G | g · x = x}
很容易发现 Gx 是 G 的子群 (包含 e,对取逆和乘法
封闭)．称为 x 的稳定化子(stablizer).
经过上面的讨论,我们已经知道

a · x = b · x
当且仅当

a−1b ∈ Gx

换成左陪集的语言就是

aGx = bGx

也可以说当且仅当 a, b在同一个 Gx 的左陪集中 (如
果不记得,请看第 7 期第 3 小节)

这样

Ox = {a · x | a ∈ G}
中有多少个元素就清楚了:

Gx 有多少个左陪集, Ox 就有多少元素
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定理 14.4 . 群 G 作用在集合 X 上,那么 Ox

与 G/Gx 之间有一个一一对映
G/Gx −→ Ox

aGx 7→ a · x 特别的 Ox 的元素个数与 Gx 在 G

中的指数 (左陪集个数) 相同,即
|Ox| = [G : Gx]

这个定理有一个很有意思的推论

推论 14.5 . 在定理14.4中,如果 G 是有限
群,则轨道 Ox 的元素个数整除 G 的阶数．

如果 Ox 中只有 x 这一个元素,就意味着 G 中的元
素作用在 x 上都等于 x 自己,即

a · x = x, ∀a ∈ G

这时,我们称 x为这个群作用的不动点 (fixed point).
如果 Ox = X,也就是说 X 中全部元素组成一

个轨道,我们就称这个群作用是可迁的(transitive).

例 21 . Sn 自然的作用在 {1, · · · , n} 上．考虑
n 所在的轨道 On. 我们来看下 n 的稳定化子

{σ ∈ Sn | σ(n) = n}
也就是保持 n 不动的所有置换,实际上就是
Sn−1. 由定理14.4得

|On| = [Sn : Sn−1] = n

也就是说 On 有 n 个元素,从而
On = {1, 2, · · · , n}

因此这个群作用是可迁的.

4

共轭作用

有一个特别的群作用值得提出来单独说下,就
是一个群 G 共轭的作用在自身上

a · x := axa−1, ∀a, x ∈ G

此时 x 所在的轨道记为
Cx := {axa−1 | a ∈ G}

称为 x 在 G 中的共轭类(conjugacy class). x 在这
个共轭作用下的稳定化子记为

CG(x) : = {a ∈ G | axa−1 = x}

= {a ∈ G | ax = xa}

称为 x 的中心化子(centralizer)．由定理14.4

|Cx| = [G : CG(x)]

x 是这个共轭作用的不动点当且仅当
CG(x) = G

当且仅当 x 与 G 中所有元素都交换,即
x ∈ C(G) = {b ∈ G | ba = ab, ∀a ∈ G}

这里 C(G) 是 G 的中心(center).

例 22 . G = S3, x = (12),则
CG(x) = {e, (12)}

因此
|Cx| = [S3 : CG(x)] = 3

实际上
Cx = {(12), (13), (23)}

确实有 3 个元素.

一般的,一个有限群 G 共轭的作用在自身上,轨道恰
为 G 中的那些共轭类,从而

G = ∪x∈GCx

当 x ∈ C(G) 时,Cx = {x} 只有一个元素,假设
Cx1

, · · · , Cxm

为所有 G 中元素个数大于 1 的互不相同的共轭
类,则

|G| = |C(G)|+
m∑
i=1

|Cxi
|

这个等式称为 G 的类方程(class equation)

例 23 . 如果 H 是群 G 的一个子群
X := {xHx−1 | x ∈ G}

G 共轭的作用在 X 上
a · xHx−1 := axH(ax)−1

则 H ∈ X 在这个群作用下的稳定化子记为
NG(H) := {a ∈ G|aHa−1 = H}

称为 H 的正规化子(normalizer)
由于此时 H 所在的轨道

OH = {aHa−1 | a ∈ G} = X

根据定理14.4
|X| = [G : NG(H)]

5

素数方幂阶群的作用

现在假设 p 是一个素数,而 G 是 p 的方幂阶群．
如果 G 作用在一个有限集合 X 上,则每个轨道 Ox

元素个数都整数 |G|(推论14.5), 因此要么
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|Ox| = 1 (x 为不动点)
要么

|Ox| > 1, 此时必有 p 整除 |Ox|
假设 X0 是所有不动点的集合, 而

Ox1
, · · · , Oxm

是所有元素个数大于 1 的轨道, 这样
Ox, x ∈ X0, Ox1

, · · · , Oxm

为所有互不相同的轨道. 所以

|X| =
∑
x∈X0

|Ox|+
m∑
i=1

|Oxi
|

= |X0|+
m∑
i=1

|Oxi
|

由于这些 |Oxi
| 都被 p 整除,由此我们得到下面这个

非常有用的引理．

引理 14.6 . 假设 G 是一个 p 的方幂阶群,作
用在一个有限集合 X 上．假设 X0 是所有不动
点的集合,则

|X| ≡ |X0| (mod p)

我们把这个引理应用到上面的共轭作用上, 就会得
到下面这个推论

推论 14.7 . 假设 p是素数,G是 pm > 1阶群．
则

|C(G)| ≡ 0 (mod p)

特别的,此时 C(G) 不是平凡群．

证明. 当 G 共轭作用在自身上时,不动点恰为其中
心的元素,由引理14.6, 我们有

|G| ≡ |C(G)| (mod p)

由于 pm > 1, 因此 m > 0, 从而
|G| ≡ 0 (mod p)

因此
|C(G)| ≡ 0 (mod p)

由于 e ∈ C(G),C(G) 显然不是空集,因此
p 整除 |C(G)|

故 C(G) 不是平凡群．

推论 14.8 . 假设 p 为一个素数. 则 p 的方幂
阶群都是可解群.

证明. 我们对 |G| 的阶数进行归纳,若 |G| 的阶数为
1 或者 p, 那么 G 为 Abel 群,从而是可解群．
现假设 |G| > p．由于

C(G)◁G

由拉格朗日定理
|C(G)| 和 |G/C(G)|

都整除 |G|,从而都是 p 的方幂．由推论14.7, C(G)

非平凡．
若 C(G) = G,则 G 是 Abel 群,从而是可解群．
若 C(G) 6= G, 由于 C(G) 不是平凡群,因此

C(G) 和 G/C(G)

都是阶小于 |G| 的 p 的方幂阶群．由归纳假设
C(G) 和 G/C(G)

都是可解群．根据第 12 期第 2 小节定理 3,G 是可
解群.

从这个推论大家可以看出,群作用不经意的挥一挥
衣袖,就给我们带来了意想不到的效果,如果它龙飞
凤舞起来,会是怎样一番景象！
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15 轨道个数

本期导言

上期我们讨论了群作用下轨道的大小 ,另
一个非常自然的问题是:

群作用在集合上有多少个轨道 ?

本期设定

在这一期中,我们总是假定
有限群 G 作用在有限集合 X 上

1

轨道个数的计算

上期知道 X 被划分成若干个轨道的无交并,即
X = O1 ∪ · · · ∪Om

每个轨道的大小,例如 x ∈ O1,可由
|O1| = [G : Gx]

来计算,其中
Gx = {a ∈ G | a · x = x}

为 x 的稳定化子．现在我们的问题是

一共有多少个轨道?

2

(NOT) Burnside’s Lemma

针对这个问题,我们看下上面求轨道大小时候
的一个现象．

假设 O 是其中一个轨道,x ∈ O, 我们知道
Gx := {a ∈ G | a · x = x}

的元素个数为

|Gx| = |G|/|O|
与 x 取 O 中哪个元素没有关系,也就是说每个 O 中
的元素 z 都恰好有 |G|/|O| 个 G 中的元素 a 使得

a · z = z

如果我们把 G 和 O 的元素“配对”,考虑
{(a, z) ∈ G×O | a · z = z}

对每个 z 来说,恰好能找到 |G|/|O| 个配对的 a,因
此“配对”成功的总对数是

(|G|/|O|)× |O| = |G|
即

|{(a, z) ∈ G×O | a · z = z}| = |G|
这下更是跟取哪个轨道都没有关系了！
现在假设我们一共有 m 个轨道

O1, · · · , Om

那么每个 Oi 与 G“配对”的结果
|{(a, z) ∈ G×Oi | a · z = z}| = |G|

那么总的“配对”结果

|{(a, z) ∈ G×X | a · z = z}|

=
m∑
i=1

|{(a, z) ∈ G×Oi | a · z = z}|

=m|G|

而轨道的个数就很清楚了

轨道个数
m = |{(a, z) ∈ G×X | a · z = z}|/|G|

引理 15.1 (NOT) Burnside’s Lemma. 假
设有限群 G 作用在有限集合 X,记

Xg := {x ∈ X | g · x = x}, ∀g ∈ G

则这个群作用下的轨道个数为

1

|G|
∑
g∈G

|Xg|

证明. 由上面的讨论,只需要计算
1

|G|
|{(g, x) ∈ G×X | g · x = x}|

=
1

|G|
∑
g∈G

|{(g, x) | x ∈ X, g · x = x}|

=
1

|G|
∑
g∈G

|{x ∈ X | g · x = x}|

=
1

|G|
∑
g∈G

|Xg|

注
大多数参考书都称这个引理为 Burnside引

理,但实际上这个引理并不是 Burnside 证明的．
最初是由 Frobenius 在 1887 年证明 [3],甚至据
说 Cauchy 在 1845 年就知道．它在 Burnside
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在 1897 年出版的书 [1] 中出现,并注明归功于
Frobenius,但在 1911 年的第二版 [2] 中,这个注
记又被神秘的去掉了,而这很有可能是造成现
在误解的原因．

3

多彩的手链

上面的NOT Burnside 引理可以被应用到一个
经典的组合问题上．

我们来穿一个 n 个珠子的手链,每个珠子可以
有 k 种颜色选择, 最终我们能做出多少种不同
的手链?

我特地查了下,很多手链是 18 颗珠子．

如果一个朋友想送恋人每天一个不同的手链
(都是 18 颗珠子的),连续送一年,至少需要几
种颜色的珠子 ?

我们可以把这些珠子的位置编个序号,比如放在圆
上.

1

2

3
45

6

7

8

9

10

11

12
13 14

15

16

17

18

假设我们有 k 种颜色的珠子,那么每个位置都可以
选择其中一种颜色, 比如下面这个最差方案:

11

22

33
4455

66

77

88

99

1010

1111

1212
1313 1414

1515

1616

1717

1818

这样下来整个配珠方案的集合记为 X, 那么 X 的元
素个数为 kn.
对于 X 中的任何一种元素 (方案),我们可以将

其旋转或者翻折,依然可以得到 X 中的其他方案,因
此二面体群 Dn 可以很舒服的作用在 X 上．

如果两种方案可以通过旋转或者翻折得到,那
这两种方案得到的手链是一样的．比如下面这两种
方案得到的手链就跟上面的手链是“同款”！

11

22

33
4455

66

77

88

99

1010

1111

1212
1313 1414

1515

1616

1717

1818

11

22

33
4455

66

77

88

99

1010

1111

1212
1313 1414

1515

1616

1717

1818

那总共有多少种不同的呢 ? 稍微思考下不难发
现:

两款方案得到相同的手链当且仅当它们可以通
过旋转和翻折得到对方．

这样的话,有多少种不同款就看 Dn 作用在 X

上有多少个不同的轨道了！
由 (NOT)Burnside 引理,我们需要对 Dn 中每

个元素,计算其固定的 X 中元素的个数. 这个其实
比较好做,将 Dn 中的元素看作 Sn 中的转换, 这样
Dn 中的旋转 2π/n 的变换就对应到

ρ = (12 · · ·n)
其中一个翻折变换对应到

τ =

(
1 2 · · · n

n n− 1 · · · 1

)

而 Dn 里面的所有元素正好对应到
ρi, τρi, i = 0, · · · , n− 1

取一个 σ ∈ Dn, 我们将 σ 写成不相交循环的乘积
σ = c1 · · · cr
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WARNING: 这里不相交循环包括 1-循环

一个方案被 σ 固定,当且仅当,对于所有的 i =

1, · · · , n, 第 i 个位置的珠子和第 σ(i) 个位置的珠
子是一样的,根据我们把转换写成不相交循环的写
法,你会发现,恰好是出现在同一个循环中那些位置
的珠子必须一样．每个循环可以选择 k 种颜色中的
一种,这样的方案共有

kr 种

通过这个方式,我们可以看下 18 个珠子的手链, k 种
颜色选择,可以做出多少个不同的款式来.

元素 σ 循环个数 |Xσ|
e 18 k18

ρ 1 k

ρ2 2 k2

ρ3 3 k3

ρ4 2 k2

ρ5 1 k

ρ6 6 k6

可以总结了 (证明留种练习)
ρi, i = 0, · · · , 17 (i, 18) k(i,18)

想想为什么?
无固定顶点翻折 (9 种) 9 k9

有固定顶点翻折 (9 种) 10 k10

由 (NOT)Burnside 引理,轨道个数为

1

36

(
17∑
i=0

k(i,18) + 9(k9 + k10)

)

如果 k = 2, 结果就是
7685

也就是说每天送一个款,可以送 20 年！！！
只有两种颜色为免太难看了吧,要不 5 颜色 ?

会有多少款呢 ? 算下:
105966797755 种

如果每秒钟送一款不重样的话,可以送
3360 年！

一般情形 对于 n 个珠子的手链, k 种颜色选择.
款式总数为

n = 2l 为偶数

1

2n

(
l(kl + kl+1) +

n∑
i=1

k(i,n)

)

n = 2l + 1 为奇数

1

2n

(
nkl+1 +

n∑
i=1

k(i,n)

)

证明留给读者．
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16 二平方定理的一句话证明

本期导言

这一期我们讲一个小学生都懂的定理

定理 16.1 费马二平方定理. 奇素数 p 可
以写成两个整数的平方和当且仅当

p ≡ 1 (mod 4)

有人称之为史上最美的十个数学定理之一 (列
第十位,见 [1])．
更过分的是有个证明居然只有一句话！

1

二平方定理简介

很容易发现一个奇素数如果能写成两个整数的
平方和,必然一奇一偶,从而必然模 4 余 1,反过来
呢 ? 模 4 余 1 的奇素数是不是都是两个整数的平方
和呢 ?
实际上 Girard 在 1625 年就描述了什么样的整

数可以分解为两个整数的平方和；Fermat 在 1640
年给 Marin Mersenne的信 (1640年 12月 25日)中
描述了素数或者其素数的方幂什么时候能写成两个
整数的平方和,正因为如此,这个定理有时候也被称
为

Fermat’s Christmas theorem.
但很显然,他们都没有公开给出证明．

2

一句话证明

这个定理最早出现的证明是 Euler 给出的 (使
用无穷阶递降法), Lagrange 基于二次型的方法也给
出了证明 (1775),后来 Gauss 等其他数学家也给出
过很多新的证明．

这里要说的是 1990 年发表在 American Math-
ematical Monthly 上的一句话证明[2]．

A One-Sentence Proof That Every
Prime p ≡ 1 (mod 4) Is a Sum of Two

Squares

D. Zagier
The involution on the finite set

S = {(x, y, z) ∈ N3 : x2 + 4yz = p}

defined by

(x,y,z) 7→



(x+ 2z, z, y − x− z), x < y − z,

(2y − x, y, x− y + z), y − z < x < 2y,

(x− 2y, x− y + z, y), x > 2y

has exactly one fixed point, so |S| is odd and
the involution defined by (x, y, z) 7→ (x, z, y)

also has a fixed point.

如果不懂群作用,直接看上图的证明也是可以理解
的．这里从群作用的角度解释下,没有学过群作用的
读者请直接看下一小节．

证明. 考虑 2 阶循环群 {e, ρ} 在集合
S := {(x, y, z) ∈ N3 | x2 + 4yz = p}

上的作用, 定义 ρ · (x, y, z) 为
(x+ 2z, z, y − x− z), if x < y − z;

(2y − x, y, x− y + z), if y − z < x < 2y;

x− 2y, x− y + z, y), if x > 2y.

(可验证这是一个群作用)
由于 p = 4k + 1,很容易发现这个群作用有唯一

的不动点 (1, 1, k),由于 S 的元素个数与不动点元
素个数模 2 同余 (第 14 期引理 6),因此 S 有奇数个
元素,考虑二阶循环群在 S 上的另一个作用:

ρ · (x, y, z) := (x, z, y)

这个群作用也必然有不动点,形如
(x, y, y) 形式,即 x2 + (2y)2 = p.

证毕．

其实上面的群作用中,第一种情况与第三种情
况相互转换,只有第二种情况的 (x, y, z) 可能
是不动点,因此不动点 (x, y, z) 必须满足

x = 2y − x, z = x− y + z

即 x = y, 形如 (x, x, z),但如此
p = x2 + 4xz = x(x+ 4z)

由于 p 为素数,x = 1. 因此不动点是 (1, 1, k)．
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3

图形解释

我想大家看到这个证明的时候跟我原来一
样,很好奇别人是怎样想到这么神奇的证明的,最近
正好看到了一个巧妙的图形解释,分享给大家．
给定模 4 余 1 的素数 p,对于集合

S := {(x, y, z) ∈ N3 | x2 + 4yz = p}
中的元素 (x, y, z),

• 先画一个黄色的边长为 x 的正方形;

• 如果 y < x < 2y, 从这个正方形的右下顶
点向左下方画一个宽为 y, 高为 z 的长方形

(3,2,1)

否则,从这个正方形的左下顶点向右下方画
一个宽为 y, 高为 z 的长方形;

(3,4,2)

• 最后把这个长方形绕正方形的中心旋转 90
度, 180 度和 270 度．

(3,4,2) (3,2,1)

对每个 (x, y, z) ∈ S,对应图形的面积为
x2 + 4xy = p

例如：(3, 4, 2),其图形面积为

32 + 4 · 4 · 2 = 41

由于 4 − 2 < 3 < 2 · 4, 因此 (3, 4, 2) 在 ρ 的作用下
的结果为

(2 · 4− 3, 4, 3− 4 + 2) = (5, 4, 1)

对应的图形为

与原来 (3, 4, 2) 的图形对比下

很神奇吧 ? 恰为之前的图形区域进行了简单的重新
划分．这里有趣之处在于,上面 ρ 的作用正是对所有
的图形进行这种重新划分区域的游戏．

如果不信,以 p = 17 为例,根据
17 = x2 + 4yz

集合 S 中元素为

(1, 1, 4), (1, 4, 1), (1, 2, 2)

(3, 1, 2), (3, 2, 1)

它们在 ρ 的作用下对应关系如下:

↔(1,4,1) (3,1,2)

↔(1,2,2) (3,2,1)

↔(1,1,4) (1,1,4)
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可以看到唯一的前后一致是 (1, 1, 4).
因此 S 中有奇数个元素,从而

S −→ S, (x, y, z) 7→ (x, z, y)

必然有不动点,即存在
(x, y, y) ∈ S

p = x2 + 4yy = x2 + (2y)2.

4

啥时候整数是平方和

不过说真的,啥时候一个整数是两个整数的平
方和呢 ? 结论是这样的:

定理 16.2 . 一个正整数是两个整数的平方和
当且仅当其形如 4k + 3 的素因子的重数是偶
数．

5

小结

本期这个群作用的想像力虽然稍微浮夸了一
点,但至少在一定程度上说明了当想像力足够的时
候,群作用的威力还是很大的！
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17 Sylow 第一定理

本期导言

如果现在还没有说服你群作用“想像力决
定生产力”的话,这期开始,我们将介绍群作用
的又一次精彩演出:

Sylow 定理
拉格朗日定理和 Sylow 定理也许可以并称为群
论中最重要的两个定理．

Sylow 定理只需要用群 G 的阶这个最简单
的信息就能推断出 G 的某些子群的是否存在以
及可能有多少个！

Sylow定理分为 3个定理,是 Sylow在 1872
年证明的 [2],这里的证明与原始证明并不完全
一致,特此说明．

1

关于 Sylow 其人

全名 Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832-
1918),是挪威数学家,他被广为人知的除了 Sylow
定理之外,还有对 Abel 工作的整理．他的数学生
涯中,大部分时间 (1856-1898) 的正式工作是中学
教师,但他的主要热情还是数学的研究,由于这个原
因,他并不是一个成功的中学老师,这也在很大程度
上浪费了他的天赋和能力：大学没有 Sylow 这样好
的教授,而中学又有 Sylow 这样差的老师．

Sylow 是家里 10 个兄弟姐妹之首,一
生 未 婚,但 充 满 热 心 和 幽 默 感,热 爱 户 外 活
动． 如 果 大 家 对 Sylow 的 生 平 感 兴 趣,可
以 访 问 这 个 网 页: https://mathshistory.st-
andrews.ac.uk/Biographies/Sylow/

2

素数阶子群的存在性

关于有限群的子群有一个非常朴素的问题．根据
拉格朗日定理,有限群 G 的子群的阶一定整除 |G|．
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反过来如果 m 是 |G| 的因子,G 是否一定存
在 m 阶子群呢 ? 特别的,如果 m 是 |G| 的素因子
呢 ?

问题 7 . 假设 p 是群 G 的阶数 |G| 的一个素
因子,G 是否有 p 阶子群 ?

比如只知道群 G 的阶数为 60,G 是否存在 2 阶子
群 ? 是否存在 3 阶子群 ? 是否存在 5 阶子群 ?
这个答案是肯定的、

引理 17.1 Cauchy 定理. 假设 p 是群 G 的
阶数的素因子,那么 G 存在 p 阶子群．

证明. 我们把舞台留给群作用．
下面的证明来自 [1].
由于 p 阶群都是循环群,因此 G 有 p 阶子群当

且仅当 G 存在 p 阶元．

考虑 p 个 G 的笛卡尔乘积

G × · · · × G

的子集

X := {(a1, · · · , ap) | a1a2 · · · ap = e}.
X 中元素

(a1, · · · , ap)
的前 p − 1 个位置都可以任意放 G 中的元素,只要
最后一个位置放

ap = (a1a2 · · · ap−1)
−1

就行．通过这个观察,可以得到以下两个结论：第一
个结论是

|X| = |G|p−1

第二个结论是

ap(a1a2 · · · ap−1) 也等于 e.
因此

(ap, a1, a2, · · · , ap−1) 也属于 X

重复这个过程,就有
(ap−1, ap, a1, · · · , ap−2)

(ap−2, ap−1, ap, a1, · · · , ap−3)

· · · · · ·
都属于 X,因此 p 阶循环群

〈(12 · · · p)〉
可以通过旋转元素的位置自然的作用在 X 上,从而

|X| ≡ |X0| (mod p)

其中 X0 是这个群作用的不动点集合, 很显然 X0 中
的元素有如下形式

X0 = {(a, a, · · · , a) | ap = e}
由于

|X| = |G|p−1, p | |G|
因此

|X| ≡ 0 (mod p)

从而

|X0| ≡ 0 (mod p)

由于 X 中有个显然的不动点

(e, e, · · · , e)
所以 X0 6= ∅, 但其元素个数模 p 余 0,从而至少有 p

个元素．

如此至少存在 a 6= e 使得

(a, a, · · · , a) ∈ X0

即 ap = e,从而 G中有 p阶元 a, 其生成的循环子群
〈a〉 为 G 的 p 阶子群．

这个引理有个有趣的推论.

推论 17.2 . 一个有限群阶数为素数 p 的方幂
当且仅当其中任意元素的阶都是 p 的方幂．

证明. 如果群 G 的阶数为 p 的方幂,由拉格朗日定
理的推论,其中任意元素的阶都整除 G 的阶,从而也
是 p 的方幂．

反过来,假设 G 中所有元素的阶都是 p 的方幂．
如果 G 的阶不是 p 的方幂,必有其他素因子 q,由引
理17.1, G 有 q 阶元,与假设矛盾．

3

Sylow 第一定理

现在假设群 G 的阶数为

|G| = pnm

其中 n > 0 且 (p,m) = 1.
刚才已经知道 G有 p阶子群了,那 G是否有 p2

阶, p3 阶, · · · , pn 阶子群呢 ? Sylow 在 1872 年证明
了它们的确是存在的．

定理 17.3 Sylow 第一定理. 假设群 G 的阶
为 pnm,其中 p 为素数,n > 0, (p,m) = 1．下面
两条成立.

1. 对 G 的任意 pk (k < n) 阶子群 P ,存
在 G 的 pk+1 阶子群 H 使得 P ◁H.

2. 对任意 1 ⩽ k ⩽ n,G 有 pk 阶子群．

证明. 结合引理17.1, 只需要证明第 1 条．
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现在让 P 作用在 P 的所有左陪集组成的集合
X := G/P 上

P ×X −→ X

(a, xP ) 7→ axP

不动点的集合为

X0 = {xP | axP = xP, ∀a ∈ P}

= {xP | x−1ax ∈ P, ∀a ∈ P}

= {xP | x ∈ NG(P )}

= NG(P )/P

这里
NG(P ) := {x ∈ G | x−1Px ⊆ P}

为 P 的正规化子 (normalizer),显然 P ⩽ NG(P ) 且
为 NG(P ) 的正规子群．
由于 |P | = pk,由第 14 期引理 6

|X| ≡ |X0| (mod p)

即
[G : P ] ≡ [NG(P ) : P ] (mod p)

由于 k < n, 因此
[G : P ] = pn−km 被 p 整除

从而
p 也整除 [NG(P ) : P ]

由引理17.1,NG(P )/P 有一个 p 阶子群 H,令 H 为
其在自然满同态

π : NG(P ) −→ NG(P )/P

下的原像集,则 H 为 NG(P ) 的 pk+1 阶子群 (从而
也是 G 的子群),且 P 是 H 的正规子群 (由 P 为
NG(P ) 的正规子群可得)．

4

p 群都可解

Sylow 第一定理的一个直接推论是

推论 17.4 . 素数的方幂阶群都是可解群．

证明. 假设 G是 pn 阶群, p为素数．利用定理17.3中
第一条,可得序列

{e} = P0 ◁ P1 ◁ P2 ◁ · · ·◁ Pn = G

使得
|Pk| = pk, i = 0, · · · , n

这样对任意 k = 0, 1, · · · , n− 1

Pk+1/Pk 是 p 阶群
必为循环群,特别的是 Abel 群．因此 G 可解．

5

12 阶群 A4 没有 6 阶子群

需要指出的是并不是每个 |G| 的因子 m,G 都
有 m 阶子群的,比如 A4 有 12 个元素,但 A4 没有 6
阶子群．
实际上,如果 A4 有 6 阶子群 N．由于 A4 中有

8 个 3 循环,因此存在 3 循环 σ 6∈ N . 考虑
N, σN, σ2N

由于 [A4 : N ] = 2,上面这 3 个陪集必然有两个是一
样的．
显然 N 6= σN .
如果 N = σ2N ,则

σ−1 = σ2 ∈ N ,
从而 σ ∈ N ,矛盾．
如果 σN = σ2N ,则

σ = σ−1σ2 ∈ N

与假设矛盾．
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18 Sylow 第二、第三定理

本期导言

上期说到如果有限群 G 的阶数
|G| = pnm

其中 p 是素数且与 m 互素, Sylow 居然能“无
中生有”的证明 G 一定存在

pk 阶群, k = 0, · · · , n
现在开始,我们将其中阶最大的

pn 阶子群
称为 G 的Sylow p 子群.

问题 8 . 这些 p 子群 (元素的阶都是 p 的
方幂的子群,或者说阶为 p 的方幂的子群)
之间是什么关系 ? 能不能确定这些 p 子群
或者 Sylow p 子群的个数 ?

有没有可能再次无中生有的给个答案 ?

本期设定

这一期,我们总是假定 G 是
pnm 阶群

其中 p 是素数且与 m 互素.

1

p 子群与 Sylow p 子群

由上期的 Sylow 第一定理可知,任意 G 的 p 子
群 Q 都可以“逐渐变大”包含在一个 Sylow p 子群
之中．Sylow 第二定理将告诉我们一个更有意思的
事实

定理 18.1 Sylow 第二定理. 假设 Q 是 G 的
一个 p 子群,而 P 是 G 的 Sylow p 子群．那么
存在 x ∈ G 使得

x−1Qx ⊆ P .
特别的,任意两个 Sylow p 子群彼此共轭．

证明. 想想好像完全没有思路．
群作用有话要说

“到头来还得靠我！”

“是呀,谁叫你厉害呢 ? ”
那咋作用呢 ? 看上去最后也是要找个不动点的样子

x−1Qx ⊆ P

等价于

x−1ax ∈ P, ∀a ∈ Q,即
aP = axP, ∀a ∈ Q

很显然,我们应该用 Q 作用在 P 的所有左陪集构成
的集合 X := G/P 上

Q × X −→ X

(a, xP ) 7→ axP, a ∈ Q, x ∈ G

由于 Q 是 p 群,因此
|X| ≡ |X0| (mod p)

其中 X0 是这个群作用下的不动点,由于
|X| = |G/P | = [G : P ] = m

不被 p 整除,因此 |X0| 也不被 p 整除,这样一来,至
少

X0 6= ∅
即存在 xP ∈ X 满足

axP = xP, ∀a ∈ Q

由上面的讨论

x−1Qx ⊆ P

如果 Q 也是 Sylow p 子群,上面这个包含关系两边
有相同的元素个数,从而

x−1Qx = P .
这就证完了 ? 是呀,证完了,再见！

2

Sylow 第二定理的后果

如果 P 是 G 的 Sylow p 子群,那么
a−1Pa, a ∈ G

也是 G 的子群,且与 P 有相同的元素个数,因此也
是 G 的 Sylow p 子群．Sylow 第二定理告诉我们

Sylow p 子群都形如 x−1Px

如果换成群作用的语言,令 X 为

G 所有 Sylow p 子群构成集合

考虑群作用

G×, X −→ X

(a,Q) 7→ a−1Qa

P 在这个群作用下的轨道就是整个 X．
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推论 18.2 . 假设 P 为 G 的一个 Sylow p 子
群．令 X 为

G 所有 Sylow p 子群构成集合
则群作用

G×X −→ X

(a,Q) 7−→ a−1Qa

是可迁的,且 Sylow p 子群的个数
np = |X| = [G : NG(P )]

特别的 np 整除 m.

证明. 上在已经说明这个作用是可迁的,现在 P 在
这个作用下的稳定子群恰为其正规化子 NG(P ),由
轨道大小公式

|X| = |OP | = [G : NG(P )]

因为 P ⩽ NG(P ),所以
m = [G : P ] = [G : NG(P )] · [NG(P ) : P ]

所以 |X| = [G : NG(P )] 整除 m．

推论 18.3 . G 只有一个 Sylow p 子群 P 当且
仅当 P 是 G 的正规子群.

证明. 由上面的证明,G 只有一个 Sylow p 子群当且
仅当

[G : NG(p)] = 1,即
G = NG(P )

也就是说 P 是 G 的正规子群.

3

Sylow 第三定理

最后再来看看 Sylow 的另一个神奇的发现

命题 18.4 . G 的 Sylow p 子群的个数模 p 余
1.

证明. 说实话,即使知道结论,只需要证明,我也想不
出什么办法来．还是交给群作用吧．
前面已经知道 Sylow p 子群的个数为

[G : NG(P )]

其中 P 为一个 Sylow P 子群,也就是说个数与
N := NG(P )

的左陪集的个数相同．现在我们就耍最后一次流
氓,让 P 作用在 N 的所有左陪集构成的集合上

P × G/N −→ G/N

(a, xN) 7→ axN

有没有不动点呢?
xN 是不动点当且仅当

axN = xN, ∀a ∈ P ,即
x−1ax ∈ N ∀a ∈ P ,再即

x−1Px ⊆ N

由于 P 是 N 的正规子群,同时也是 N 的 Sylow p

子群 (想想为什么 ? )
由推论18.3,它是 N 唯一的 Sylow p 子群,因此

x−1Px ⊆ N

(x−1Px 也是 N 的 Sylow p 子群) 等价于
x−1Px = P ,即

x ∈ NG(P ) = N ,再即
xN = N

所以上面的群作用只有唯一不动点 N ,由于 P 是 p

群,因此
|G/N | ≡ 1 (mod p)

从而 G 的 Sylow p 子群的个数模 p 余 1.

总结起来

定理 18.5 Sylow 第三定理. 假设 np 为 G的
Sylow p 子群个数,则

np | m 且 np ≡ 1 (mod p)

4

Sylow 定理的应用

Sylow 定理是有限群最重要的基础理论之一,在
单群分类等方面中起到了非常重要的作用．
这里列举几个比较容易理解的应用．

例 24 . 15 阶群都是循环群.
实际上由 Sylow 定理, 15 阶群 G 的 Sylow

3 子群的个数整除 5,又模 3 余 1,因此只能是 1
个,设为 P3．
同样可以说明 15 阶群只有一个 Sylow 5

子群,设为 P5．
这样 P3 和 P5 都是 G 的正规子群,由拉格

朗日定理
P3 ∩ P5

的阶数既整除 3 又整除 5,只能是 1,因此
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P3 ∩ P5 = {e}
这样一来

P3P5

是 P3 和 P5 的内直积．
取 P3 生成元 a,P5 生成元 b,那么则有

ab = ba,因此
o(ab) = 3× 5 = 15

所以 G = 〈ab〉 是循环群．
也可以换一个思路,由于只有一个 Sylow 5

子群,也只有一个 Sylow 3 子群,因此只有 4 个
5 阶元, 2 个 3 阶元, 1 个 1 阶元,其他 8 个元素
都只能是 15 阶元,因此 G 是循环群．

按照这个思路,你可以证明很多阶的群都只能
是循环群,比如 35 阶, 65 阶群等等,实际上有一个更
一般的结论．

定理 18.6 . n是一个正整数,所有 n阶群都是
循环群当且仅当 n 没有平方因子且任意两个素
因子 p, q 满足

q 6≡ 1 (mod p)

也等价于
(n, φ(n)) = 1

其中 φ 为欧拉函数．

对证明感兴趣的可以参考 [1, 2].
最后再看一个 Sylow 定理的应用．

定理 18.7 Wilson’s Theorem. (p − 1)! ≡
−1 (mod p) 成立当且仅当 p 为素数．

证明. 这里只证明充分性,必要性的证明很简单,大
家自己琢磨下．

现在假设 p 是素数,考虑对称群 Sp,它的 Sylow
p 子群是 p 阶循环群．

而 Sp 中有 (p− 1)! 个 p 循环 (p 阶元),由于不
同的 p阶循环群之间的交集只能是 e,每个 p阶循环
群中有 p− 1 个 p 阶元,因此 Sp 共有

(p− 1)!

p− 1
= (p− 2)!

个 Sylow p 子群．

由 Sylow 第三定理
(p− 2)! ≡ 1 (mod p)

两边同乘以 p− 1

(p− 1)! ≡ −1 (mod p)
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19 SO(3) 的有限子群

本期前言

本期我们将展现群作用的强大力量: 分类
SO(3,R) 的有限子群！

1

正多面体的对称群

SO(3,R) 为所有 3 阶行列式为 1 的正交矩阵
的全体, 或者看作 R3 上所有行列式为 1 的正交变
换的全体. 我们先来看下 SO(3,R) 中的元素. 假设
σ ∈ SO(3,R) 但不是单位矩阵, 由于 σ 的特征多项
多为 3 次实多项式, 根的模长均为 1,且三根乘积为
1, 因此必有一根为 1, 也就是说 σ 一定有 1 这个特
征值. 假设特征值 1 对应的特征子空间为 V1. 我们
断言 dimV1 = 1(练习!). 假设 nσ 为 V1 中的一个单
位向量, 从几何上看, σ 实际上是绕 nσ 这个轴的一
个旋转变换.
如果我们有一个正多面体 ∆(凸多面体, 每个面

都是正多边形, 每个顶点所在的面个数相同), 我们
可以假设其中心到各顶点的距离都是 1, 那么我们可
以把 ∆ 的中心放在 R3 中的原点, 则其各顶点都在
单位球面 S2 上, 设 ∆ 的顶点集合为 ∆0, 定义:

S(∆) := {σ ∈ SO(3,R)|σ(∆0) = ∆0}
我们断言 S(∆) 一定是一个有限群. 实际上, 令
S(∆0) 为集合 ∆0 上的所有置换构成的群, 则
S(∆0) ∼= S|∆0| 为有限群. 我们有一个自然的群同
态

ϕ : S(∆) −→ S(∆0)

σ 7→ σ|∆0

当 ∆ 不是正“2”面体时, 由于 ∆0 中点对应的向量
能线性生成 R3, 如果 σ|∆0

是恒等映射, 那么 σ 必为
恒等变换. 因此, Kerϕ = {I}, 从而 ϕ 是单射. 所以
S(∆) ∼= Imϕ 是 S(∆0) 的子群, 为有限群.

例 25 . 下面这个“2”面体 ∆, 其实就是个正
方形, 它有 5 个对称轴, 除去恒等变换, 绕着蓝
色对称轴旋转可以分别旋转 π/2, π, 3π/2, 绕着
每条红色的对称轴则只能旋转 π. 因此 S(∆)

共有 3 + 4 + 1 = 8 个元素. 我们知道, 这就是
我们通常的二面体群 D4.

例 26 . 又比如正四面体 ∆,

它有个 7 对称轴, 过每个顶点有一个对称
轴, 过三组对边中点分别有一个对称轴, 除去恒
等变换, 绕过顶点对称轴可以旋转 2π/3, 4π/3,
绕过对边中点的对称轴可旋转 π,因此 S(∆)共
有

4× 2 + 3× 1 + 1 = 12

个元素. 实际上, 将正四面体的四个顶点等同于
1, 2, 3, 4, 我们有群同态

ϕ : S(∆) −→ S4

σ 7→ σ|∆0

此群态是单射 (Kerϕ = {I}), 且其像集包含了
所有的 3 循环, 因此 Img ϕ 包含 A4, 比较元素
个数得 S(∆) ∼= Imϕ = A4.

练习 5 . 求出正六面体 (立方体) 的对称群.

2

SO(3,R) 的有限子群与群作用

对于 σ ∈ SO(3,R) 但非单位元, 从几何上看, σ
实际上是绕 nσ 这个轴的一个旋转变换. 设 nσ 所在
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直线与单位球面的两个交点为 Pσ 和 −Pσ. 则 ±Pσ

为单位球面 S2 上 σ 仅有的两个不动点.
若 G 是 SO(3,R) 的一个有限子群. 令

X := {±Pσ|e 6= σ ∈ G}
对于任意 x ∈ X, τ ∈ G, 不妨设 x = Pσ 或 −Pσ, 有

(τστ−1) · τ(x) = τσ(x)

= τ(x)

此时 τστ−1 6= e, 但 τ(x) 被 τστ−1 固定, 也就是说
τ(x) ∈ {±Pτστ−1} ⊆ X.

因此 G 可以自然的作用在 X 上: τ · x = τ(x).

3

作用的轨道个数

假设上面群作用的轨道个数为 N ,分别为
O1,O2, · · · ,ON

由 [NOT]Burnside 引理,有

N =
1

|G|
∑
σ∈G

|Fix(σ)|

其中
Fix(σ) = {x ∈ X | σ(x) = x}

由于 G 中,单位元 e 固定 |X| 个元素,而每个 σ 6= e

固定 2 个元素,因此∑
σ∈G

|Fix(σ)| = |X|+ 2(|G| − 1)

因此

N =
|X|
|G|

+ 2(1− 1

|G|
) (∗)

对每个轨道 Oi, 设其中的代表元 xi 对应的稳定子
群为 Gi, 则有

|Oi| =
|G|
|Gi|

所以
|X|
|G|

=
N∑
i=1

|Oi|
|G|

=
N∑
i=1

1

|Gi|

从而有

N =
N∑
i=1

1

|Gi|
+ 2(1− 1

|G|
) (∗∗)

将求和部分移到左边,得

N∑
i=1

(1− 1

|Gi|
) = 2(1− 1

|G|
)

由于 |G| ⩾ 2, 所以

1 ⩽ 2

(
1− 1

|G|

)
< 2.

对于每个轨道 Oi 来说, 其由 G 中某些非单位元
σ 的一些固定点构成,因此至少存在一个非单位元
σ ∈ Gi, 因此 |Gi| ⩾ 2. 所以上式左边的范围是

N

2
⩽

N∑
i=1

(
1− 1

|Gi|

)
< N

由此
1 < N,

N

2
<2

即 1 < N < 4, N 只可能是 2 或 3.

4

轨道个数 N = 2

由上面等式 (∗) 可得此时 |X| = 2, 两个点正好
为 G 中所有非单位元素的共同的旋转轴与单位球面
的两个交点, 由于此时 G 有限, 可知 G 是由其中旋
转角度最小的旋转变换生成的循环群.

5

轨道个数 N = 3

现在开始,我们假设有 3 个轨道,轨道的代表元
记为

x, y, z

相应的稳定子群和三个轨道分别为
Gx, Gy, Gz

Ox,Oy,Oz

由上面式 (∗∗),可得

1

|Gx|
+

1

|Gy|
+

1

|Gz|
= 1 +

2

|G|
(∗ ∗ ∗)

由于 |Gx|, |Gy|, |Gz| 都是大于等于 2 的整数, 满足

1

|Gx|
+

1

|Gy|
+

1

|Gz|
> 1

由于 x, y, z 地位对等, 可假设
|Gx| ⩽ |Gy| ⩽ |Gz|

(|Gx|, |Gy|, |Gz|) 所有可能的情况是:
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(2, 2, n), n ⩾ 2

(2, 3,m),m = 3, 4, 5

6

二面体群

先来考虑
(|Gx|, |Gy|, |Gz|) = (2, 2, n), n ⩾ 2

的情况, 根据式 (∗ ∗ ∗),有

1 +
2

|G|
=

1

2
+

1

2
+

1

n

所以 |G| = 2n.
情形 1: n = 2. 此时

|Gx| = |Gy| = |Gz| = 2

|Ox| = |Oy| = |Oz| =
|G|
2

= 2

令 x′, y′, z′ 为三个轨道中与 x, y, z 不同的另一个元
素, 　 gx, gy, gz 为 Gx, Gy, Gz 中的非单位元. 若
x′ 6= −x, 则 x′ 与 x 不在同一直线上, 而 gx 是绕 x

的旋转, 只固定 ±x, 所以 gx(x
′) 6= x′, 但 {x, x′} 这

个轨道只有两个元素, 这使得 gx(x
′) = x, 从而

x′ = g2x(x
′)

= gx(gx(x
′))

= gx(x) = x

产生矛盾. 因此 x′ = −x. 同样有 y′ = −y, z′ = −z.
这样一来, 我们看到 x, y, z 分别在三个不同的方向
上, 下面我们说明他们彼此垂直. 由于 y 6= ±x, 因此
gx(y) 6= y, 这使得 gx(y) = −y. 变换 gx 是绕轴 x 的
旋转, 阶为 2, 因此是旋转 π, 旋转的结果是把 y 变
成了 −y, 由此可见 x 与 y 垂直. 同理可得 x, z, y, z
相互垂直, 所以 x, y, z 组成两两垂直的三个向量, 而
G 中包含 gx, gy, gz, 都是 2 阶元, 可验证 gxgy = gz.
由于 |G| = 4, 因此 G = {gx, gy, gz, e}, 同构于 D2.

情形 2: n > 2. 此时

|Gx| = |Gy| = 2, |Gz| = n

|Ox| = |Oy| = n, |Oz| = 2

由于 Gz 是绕 z 旋转构成的有限群, 必为循环群, 生
成元设为 g, 即:

Gz = {e, g, · · · , gn−1}
可以看出 x 6= ±z(因为 |Gx| = 2, Gz = G−z 阶数为
n > 2), 可以证明

x, g(x), · · · , gn−1(x)

两两不同, 否则
gi−j(x) = x 而 gi−j 6= e,

由于 g 的方幂都是绕 z 的旋转, 如果不是恒等变换,
只能固定 ±z, 这使得 x = ±z, 矛盾. 因此

Ox = {x, g(x), · · · , gn−1(x)}
由于 g 保距离, 而 g(z) = z, 因此这 n 个点到 z 都
距离都相同, 而它们自己又形成一个正 n 边形.

g(x)− x = g2(x)− g(x) = · · ·
由于 O−z 与 Oz 有相同的元素个数, 由情形 1 中讨
论知

Oz = {±z}.
假设 Gx = {e, gx}, 则有 gx(z) 6= z (x, z 不同方向),
所以 gx(z) = −z, 从而有 x 与 z 彼此垂直. 由此可
见由

x, g(x), · · · , gn−1(x)

组成的正 n 边形 ∆ 在与 z 垂直且过原点的平面上.
由于 ∆0 = Ox, 我们有

G ⩽ S(∆)

即 G 中所有元素 σ 都满足 σ(∆0) = ∆0. 我们前面
的例子已经计算过 S(∆) ∼= Dn 正好也有 2n 个元
素, 所以 G = S(∆) ∼= Dn.

7

正多面体的对称群

现在假设
(|Gx|, |Gy|, |Gz|) = (2, 3,m)

其中 m = 3, 4, 5. 根据式 (∗ ∗ ∗),有

1

2
+

1

3
+

1

m
= 1 +

2

|G|

所以

|G| = 12m

6−m

|Ox| =
6m

6−m
, |Oy| =

4m

6−m
, |Oz| =

12

6−m

m = 3 的情形

此时, |G| = 12,
|Ox| = 6, |Oy| = |Oz| = 4

令 ∆ 为 Oz 中的四个点做为顶点的多面体, 与上
面的情况类似有, G ⩽ S(∆). 我们将证明 Oz 中
的四个点做为顶点的多面体是正四面体. 由之前的
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计算已知 S(∆) ∼= A4 正好也有 12 个元素, 从而
G = S(∆) ∼= A4.
任取 Oz 中一点 u, 由于 Oz 有 4 个点, 　其中

至少还有一点 v 6= ±u. 由于
|Gu| = |Gz| = 3,

所以 Gu 为 3 阶循环群, 假设生成元为 g, 则
v, g(v), g2(v)

两两不同构成正三角形, 且与 u 等距. 由于它们都
在 Oz 中, 因此

Oz = {u, v, g(v), g2(v)}.
这告诉我们 Oz 中的任意三个点都组成正三角形, 且
与第四个点等距, 因此它们的确构成正四面体的个 4
个顶点.

m = 4 的情形

此时

|Gx| = 2, |Gy| = 3, |Gz| = 4

|G| = 12× 4

6− 4
= 24

|Ox| = 12, |Oy| = 8, |Oz| = 6

令 ∆ 为 Oz 中的六个点做为顶点的多面体, 与
上面的情况类似有, G ⩽ S(∆). 我们将证明 Oz 中
的六个点做为顶点的多面体是正八面体. 其对称轴:
4 组对面中心连线 (可转 2π/3 整数倍), 6 组对边中
点连线 (可转 π 整数倍), 3组对点连线 (可转 π/2整
数倍), 其对称群共有

4× 2 + 6× 1 + 3× 3 + 1 = 24

个元素. (练习: 这个对称群同构于 S4, 提示: 将
S(∆) 作用在连接 4 组对面中心点的线段上, 或者考
虑正八面体的对偶几何体,即立方体,八面体可以立
方体 6 个面的中心连接而成,立方体的对称群与正
八面体的对称群相同,然后将立方体的对称群作用
在立方体的 4 组最长对角线上)
同样取 Oz 中任意一点 u, 其稳定子群 Gu 为 4

阶循环群, 生成元为 g(绕 u 旋转 π/2), 令 v 为这个
轨道中不同于 ±u 的点, 则

v, g(v), g2(v), g3(v)

两两不同, 组成正方形, 且与 u 等距. 它们也都不可
能等于 −u (因为它们都不被 g 固定). 另外

|O−u| = |Ou| = 6

因此 −u 也只能在这个轨道中, 所以这个轨道中的
元素是

u, v, g(v), g2(v), g3(v),−u

同样的道理 −v 也在这个轨道中, 因此只能是
g(v), g2(v), g3(v) 中的一个 (实际上只能是 g2(v)).
因此

v, g(v), g2(v), g3(v)

形成的正方形在过原点的平面内 (含 v 和 −v).
所以 u 与 gi(v) 垂直,且均为单位向量,所以
v, g(v), g2(v), g3(v)到 u和 −u的距离都是

√
2,而它

们组成的正方形的边长亦为
√
2, 因此它们构成正八

面体的 6 个顶点.

m = 5 的情形

此时

|Gx| = 2, |Gy| = 3, |Gz| = 5

|G| = 12× 5

6− 5
= 60

|Ox| = 30, |Oy| = 20, |Oz| = 12

令 ∆为 Oz 中的 12个点做为顶点的多面体, 与上面
的情况类似有, G ⩽ S(∆). 我们将证明 Oz 中的 12
个点做为顶点的多面体是正二十面体. 同样的思路,
说明正二十面体的对称群是 A5 恰有 60 个元素, 从
而 G = S(∆) ∼= A5.
先看下正二十面体长什么样子, 它的顶点为三

个彼此垂直的长方形 (长宽比为 1 +
√
5 : 2)

对称轴: 6 组对顶点 (可转 2π/5 整数倍), 10 组对
面中心连线 (可转 2π/3 整数倍, 15 组对棱中点连线
(可转 π 整数倍)), 其对称群共有

6× 4 + 10× 2 + 15× 1 + 1 = 60

个元素, 这个群同构于 A5? 要说明这个群同构于
A5, 可以考虑正二十面体的对偶几何体—–正十二面
体．
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正十二面体中有 5 个像红色线条描述的立方体 (每
个立方体由三组对边确定, 正十二面体有 30 条
边),而旋转对称变换会置换这个五个立方体 (需要
亿点点想像力),这样可以说明正十二面体的旋转对
称群是 A5, 从而正二十面体的旋转对称群也是 A5.

这里取出 Oz 中一点 u, Gu 是 5 阶循环群, 生
成元为 g(绕 u旋转 2π/5), v 为该轨道中不同于 ±u,
且与 z 距离最小的一点, 则

v, g(v), g2(v), g3(v), g4(v)

构成正五边形, 且与 u 等距. 值得注意的是 −v 不
在此五点 (如果在, 那么 v 和 −v 中点, 也就是原点
在这个正五边形内,u 与这个五边形所在面垂直, 从
而 O 是这个五边形的中心, 但正五边形中从中心到
各顶点的向量没有在一条直线上的, 而向量 v 和 −v

在一点直线上, 矛盾). 显然 −v 与不是 −u. 从而

−v,−g(v),−g2(v),−g3(v),−g4(v)

形成正五边形,且与 −u等距. 另外,由于 G−u = Gu

与 Gz 同构, 因此 −u 所在的轨道也是 12 个元素,从
而 −u ∈ Oz. 因此这个轨道的中的点分别是

±u,±gi(v), 0 ⩽ i ⩽ 4

从上面的分析我们看到, 选择这个轨道的任意点 u,
其它点到 u 的距离有三种:

u 到 v 的距离
0 < d <

√
2

u 到 −v 的距离

√
2 <

√
4− d2 < 2

u 到 −u 的距离 2.

如下图

u

−u

v

−v

由于 u 是选择是该轨道中任意一点, 比如选 v,
则发现轨道中与其它点与 v 的距离同样是 d,

√
4− d2

和 2 (因为 d是 u与 v 的距离, 小于
√
2, 根据前面的

分析 d 是由选定的点唯一确定的). 这样下去, 我们
发现图中每个棱长都相等, 每个面都是正三角形, 每
个点对应的向量的负向量对应的点也在这个正多面
体上,为正二十面体.

由此我们就在同构意义下全部确定了 SO(3,R)
的有限子群, 它们分别是

Cn, Dn, A4, S4 和 A5

其中 A4 对应的是正四面体的旋转对称群,S4 是
立方体和正八面体的旋转对称群,A5 是正十二
面体和正二十面体的旋转对称群．
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20 可解群

本期导言

学了这么多群的知识,是该下山去
“闯荡江湖”了．

记得我们“上山”的目的之一就是想了解
怎样判断一个群是否可解.

这一期我们就来聊聊这个话题．

1

Abel 商群与换位子群

回忆下可解群的定义,如果存在子群序列
{e} = Gn ◁Gn−1 ◁ · · ·◁G0 = G

使得相应的每个商群

Gi/Gi+1

都是 Abel 群,则称 G 可解．

给定群 G,怎么知道这样的子群序列是否存在
呢 ? 如果存在,怎么去寻找呢 ?
把任务分解下,先实现一个小目标:
怎么判断一个商群是不是 Abel 群?

假设 N ◁ G 是 G 的正规子群,商群 G/N 是 Abel
的是啥意思呢 ? 就是

abN = baN, ∀a, b ∈ G

而这等价于

Nab = Nba

进一步等价于

ab(ba)−1 ∈ N, ∀a, b ∈ G

为了记号方便,现在记
[a, b] := (ab)(ba)−1 = aba−1b−1

称为 a, b 的换位子(commutator).

引理 20.1 . 换位子有下面几个重要性质

[a, b]−1 = [b, a]

x[a, b]x−1 = [xax−1, xbx−1]

[a, b] = e 当且仅当 ab = ba

对所有的 a, b, x ∈ G 成立．

只需要简单检验就能证明．

这个引理也说明了一件很有趣的事情,如果你
取 G 中所有

可以写成若干个换位子的乘积
的元素构成的子集,记为 G′,你会发现

G′ 对乘法和取逆封闭
gG′g−1 ⊆ G′, ∀g ∈ G

对乘法封闭很显然,因为若干个换位子的乘积乘以
另外若干个换位子的乘积,得到更多的 (但还是若干
个) 换位子的乘积．
由于换位子的逆还是换位子,因此 G′ 对取逆也

是封闭的．
最后,给定 G′ 中一个元素

h1 · · ·hm

其中 hi 都是换位子, ∀g ∈ G,我们有
g(h1 · · ·hm)g−1

= (gh1g
−1)(gh2g

−1) · · · (ghmg−1)

由于换位子被共轭后还是换位子,由上式,它们的乘
积被共轭后依然是换位子的乘积．这样可以得到下
面这个结论．

引理 20.2 . 1. G′ 是 G 的正规子群．
2. 如果 N 是 G 的正规子群,那么 G/N

是 Abel 群当且仅当 G′ ⊆ N．

证明. 由上面的小黑板可得
G′ 是 G 的正规子群

本节一开始就讨论了 N ◁G 满足
G/N 是 Abel 子群

当且仅当
(ab)(ba)−1 ∈ N, ∀a, b ∈ G

即
[a, b] ∈ N, ∀a, b ∈ G

而这恰好等价于 G′ ⊆ N．

G′ 称为 G 的换位子群或者导群．

2

判断群是否可解的方法

我们看到,对一个群来说,其换位子群 G′ 不仅
是 G 的正规子群,而且是

使得商群为 Abel 群的最小的正规子群
现在假设 G 可解,即存在
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{e} = Gm ◁Gm−1 ◁ · · ·◁G1 ◁G0 = G

使得
所有 Gi/Gi+1 是 Abel 群.

换成上面换位子群的语言就是
G′

i ⊆ Gi+1, ∀i
我们来捋一捋啊．

G′ = (G0)
′ ⊆ G1

(G1)
′ ⊆ G2

· · · · · ·
由换位子群的定义,一个群的子群的换位子群一定
包含在大群的换位子群中(因为子群的换位子都是大
群的换位子)．由于

G′ ⊆ G1

因此
(G′)′ ⊆ (G1)

′

由此我们得到
(G′)′ ⊆ (G1)

′ ⊆ G2

这个游戏可以一直玩下去
((G′)′)′ ⊆ ((G1)

′)′ ⊆ (G2)
′ ⊆ G3

如果递归定义

G(0) = G

G(i+1) = (Gi)′, ∀i ⩾ 0

上面的游戏玩下去就得到
G(i) ⊆ Gi, ∀i ⩾ 0

特别的
G(m) ⊆ Gm = {e}

从而
G(m) = {e}.

因此,如果 G 可解,那么
存在 m > 0 使得 G(m) = {e}

反过来,如果
G(m) = {e} 对某个 m > 0 成立

我们可以轻松得到如下序列
{e} = G(m) ◁G(m−1) ◁ · · ·◁G(1) ◁G(0) = G

使得每个商群
G(i)/G(i+1) 是 Abel 群

这是因为 G(i+1) 恰为 G(i) 的换位子群．
因此 G 是可解群．总结起来

定理 20.3 . 有限群 G 是可解群当且仅当
存在 m > 0 使得 G(m) = {e}.

这个定理给了我们判断一个群是否可解的一个可行
方案：就是不停的计算换位子群,先算 G 的换位子
群,再算其换位子群的换位子群,一直算下去,如果最

终能“萎缩”到 {e},G就是可解群,否则就是不可解
的．

3

可解群的子群可解

上面的定理还告诉我们

推论 20.4 . 可解群的子群是可解群．

证明. 对于 H ⩽ G,按定义有
H(i) ⊆ G(i), ∀i ⩾ 0

再利用定理20.3可得．

其实,大家设身处地的想想,如果没有上面的判定定
理,要说明可解群的子群也是可解群感觉还没有那
么容易．
这个推论同时也说明,如果一个群有个子群是

不可解的,那么这个群也不可解．
本期最后将证明 A5 不可解,这将造成

Sn, n ⩾ 5 不可解

4

可解群的商群可解

当然也可以问
可解群的商群是否可解 ?

下面这个引理会让答案变得很明显．

引理 20.5 . 假设 N ◁G,H ⩽ G,那么
(HN/N)′ = H ′N/N

证明. 对于 h1, h2 ∈ H

[h1N,h2N ] = (h1N)(h2N)(h1N)−1(h2N)−1

= h1N · h2N · h−1
1 N · h−1

2 N

= h1h2h
−1
1 h−1

2 N

= [h1, h2]N

引理中左边 (HN/N)′ 中的元素为若干个上式左边
形式元素的乘积,而引理中右边 H ′N/N 中元素为
若干个上式中右边形式元素的乘积,引理得证．

利用这个引理,我们就很容易得到
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推论 20.6 . 可解群的商群是可解群．

证明. 假设 N ◁G 而 G 可解.
由引理20.5

(G/N)′ = (GN/N)′ = G′N/N

接着玩

(G/N)(2) = (G′N/N)′ = G(2)N/N

这样一直下去 (请用数学归纳法书写)
(G/N)(i) = G(i)N/N, ∀i ⩾ 0

由于 G 可解,存在正整数 m 使得

G(m) = {e}
对应的

(G/N)(m) = {e}N/N = {N}
为商群 G/N 的单位元群.
由定理20.3,商群 G/N 可解．

5

第一个不可解群 A5

本期最后来认识最小的不可解群 A5,即由 S5所
有偶置换构成的群．

命题 20.7 . A5 的正规子群只有
{e} 和 A5

特别的,A5 不可解.

证明. 这里采用一个无赖的证明方法．
正规子群都是共轭类的并,我们先把 A5 的共轭

类全部找出来．

A5 为 S5 的 4 个共轭类的并
单位元 e

5 循环 24 个
3 循环 20 个

两个不相交 2 循环乘积, 15 个
这几个共轭类在 A5 中变成了 5 个共轭类：上面的
第二类分成了两个大小都是 12 的共轭类．

要算这些共轭的大小其实很容易,对每个元素
σ,计算它在 A5 中的共轭类大小,只需要计算其在
A5 中的中心化子

CA5
(σ) = {τ ∈ A5 | τστ−1 = σ}

利用群作用的轨道公式有共轭类大小

|Cσ| = [A5 : CA5
(σ)]

如此一来,A5 的共轭类大小分别是

1, 15, 20, 12, 12

由于 A5 的正规子群都是若干个共轭类的并,且必
须包含单位元 e 组成的共轭类,由上面这些共轭大
小,共轭类的并要成为 A5 的子群,其元素个数又必
须整除 |A5|,唯二的可能性是

1 和 1 + 15 + 20 + 12 + 12 = 60

也就是下面两个子群
{e}, A5

由于 A5 不交换,因此不可能找到可解群定义中所需
要的子群序列,因此 A5 不可解．

A5 是 Sn, n ⩾ 5 的子群,A5 不可解,那么

推论 20.8 . Sn, n ⩾ 5 不可解.

记得这门课一开始的时候,我们说过
f(x) = x5 − x+ 1

的 Galois 群 Gal(f) 同构于 S5,现在我们已经知
道 S5 不是可解群了,由 Galois 的定理,代数方程
f(x) = 0 就不能根式解．
至于为什么 Gal(f) ' S5 这个问题需要留到

Galois 理论中才能说得明白．
像 A5 这样没有“真正”(非单位元群,非自身)

的正规子群的群称为单群 (simple group),而不交换
的单群没有可能找到可解群需要的子群序列,是不
可解群．
下期我们将用“优雅”的方式证明

An, n ⩾ 5 是单群

64



21 单群

本期导言

上期我们看到了 A5 是单群 (即除单位元群
和自身外没有其他正规子群)．本期我们证明

An, n ⩾ 5

都是单群,并简要介绍下史上最浩大的数学工
程 (也许没有之一)

有限单群分类定理
以及一般的群如何由单群“组装”而成．

1

An, n ⩾ 5 是单群

这里提供比较经典的证明方法．
本小节总假设 n ⩾ 5

分为下面几个步骤 1
证明 An 的元素都可以写成 3 循环的乘积 2
证明 An 中所有 3 循环组成一个共轭类 3
证明 An 的正规子群 N 6= {e} 必然包含一个 3 循
环,从而只能是 An

引理 21.1 第一步. An 中元素都可以写成 3

循环的乘积．

证明. 我们证明任意两个对换的乘积可以写成 3 循
环的乘积,从而 An 中的元素都能写成 3 循环的乘
积．
两个对换的乘积有如下三种形式

(ab)(ab), (ab)(ac), (ab)(cd)

前两种形式

(ab)(ab) = e = (abc)(acb)

(ab)(ac) = (acb)

最后一种情形

(ab)(cd) = (ab)(bc)(bc)(cd)

= (abc)(bcd)

由于 An(n ⩾ 3)中元素都是上述三种元素的乘积,因
此 An(n ⩾ 3) 中所有元素都是三循环的乘积．

引理 21.2 第二步. An 中所有 3 循环组成一
个共轭类．

证明. 只需要证明 An 中的任意 3循环 τ 都与 (123)

共轭．我们已经知道它们在 Sn 中是共轭的,即存在
σ ∈ Sn 使得

στσ = (123)

如果 σ 是偶置换,就正合我意,否则
(45)σ 就是偶置换,且

(45)στσ−1(45)−1 = (45)(123)(45) = (123)

因此 3 循环 τ 总与 (123) 在 An 中共轭．

第三步有很多种证明.
这里采用 GTM73[2, 第 50 页] 的证明

引理 21.3 第三步. 假设
{e} 6= N ◁An

那么 N 至少包含一个 3 循环．

证明. 任取 N 中的非单位元 σ 6= e,分解成互不相交
循环的乘积

σ = π1π2 · · ·πk

其中 πi 是不相交的循环．
情形 1: 分解中有长度大于 3 的循环

不妨设
π1 = (123 · · · r), r > 3

取 ϕ = (123),则 ϕ 与 πi, i > 1 交换,因此

ϕσϕ−1 = ϕπ1ϕ
−1π2 · · ·πr

= ϕπ1ϕ
−1π−1

1 σ

= (124)σ

由于 N 是正规子群,因此
(ϕσϕ−1)σ−1 = (124) ∈ N

这种情形下 N 包含循环 (124).
情形 2: 分解中循环长度都不超过 3,有至少两个 3

循环 (此时 n ⩾ 6)
不妨设

π1 = (123), π2 = (456)

令 ϕ = (124), 则 ϕ 与 πi, i > 2 交换,从而

ϕσϕ−1 = ϕπ1π2ϕ
−1π3 · · ·πk

= ϕπ1π2ϕ
−1π−1

2 π−1
1 σ

= (12534)σ ∈ N

因此
ϕσϕ−1σ−1 = (12534) ∈ N

转化为第一种情形.
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情形 3: 分解中循环长度都不超过 3,恰有一个 3 循
环

不妨设 π1 = (123) 是 3 循环,此时 πi, i > 1 都是对
换,从而 N 包含元素

σ2 = π2
1π

2
2 · · ·π2

k = (132)

情形 4: 分解中全部都是对换
不妨设

π1 = (12), π2 = (34)

令 ϕ = (123),跟前面一样,ϕ 与 πi, i > 2 交换,通过
计算可以发现

ϕσϕ−1 = ϕπ1π2ϕ
−1π−1

2 π−1
1 σ

= (13)(24)σ

因此

(13)(24) = ϕσϕ−1σ−1 ∈ N

记 τ = (13)(24),令 η = (125),则有
τ(ητη−1) = (135) ∈ N

综合起来,N 总包含一个 3 循环．

上面三步做完就可以下结论

定理 21.4 . 对任意
{e} 6= N ◁An, n ⩾ 5

有 N = An,即 n ⩾ 5 时,An 是单群．

2

有限单群分类定理

如果 G 是个 Abel 群,根据 Cauchy 定理,G 存
在 |G| 的任意素因子阶的子群,同时也是正规子群．
此时 G 是单群当且仅当 G 是素数阶循环群,即

Abel 单群恰为所有素数阶循环群
非 Abel 的呢,除了上面的 An, n ⩾ 5,还有没有其他
的单群呢 ?
有的,而且还有很多, 19 世纪 E. Mathieu

(1861, 1873) 在寻找多重传递置换群的时候就发现
了一类群,它们中有 5 个是单群,现在记为

M11, M12, M22, M23, M24

是 26 个 (基于不同分类标准,也有人说 27 个) 零散
单群中的 5 个,它们分别是

S11, S12, S22, S23, S24

的子群．

Hölder 在 1892 年就“意想天开”的问：

有没有可能分类所有的有限单群 ?
1911 年 Burnside 就猜测

所有非 Abel 单群都是偶数阶的
这个猜想在 1963 年得到了证实,即

Feit-Thompson 定理 [1]
这一定理无疑给了数学家们极大的信心, 1972 年
Gorenstein 提出了“16 步走”的单群分类计划,大
体上在这个方案的指引下,往后的 10 年,一场轰轰
烈烈的单群分类运动在群论界展开．

1983 年, Gorenstein 宣称有限单群分类定理已
经完成 (事后证明,当时还不太成熟),每个有限单群
都是下列单群之一

• 素数阶循环群
• An, n ⩾ 5

• Lie 型单群
• 26 个零散单群

这些单群虽然很多,但它们大多数都是一些特定对
象的对称群．

零散单群中最大的 Monster 群,阶数为
246320597611213317·19·23·29·31·41·47·59·71

大约为 8 × 1053,它实际上真正被构造出来 (Griess,
1982) 的样子是一个

196884 维交换非结合代数
的自同构群．

单群分类定理的证明 (大部分集中在 1955-2004
年) 分散在超过一百个作者,几百篇上万页的学术论
文中,有些证明还是借助计算机证明的．因此这个定
理直到现在还有很多数学家不愿意相信．

也有一些数学家将自己的晚年都投入到整理这
些证明中,因为他们害怕
这些证明,如果在它们被遗忘之前不能整理成更可
读的版本的话,将慢慢在数学的现实世界里消失,埋

藏在那些被人们遗忘的废纸堆里．

在 Gorenstein 宣称有限单群分类定理后不
久, Gorenstein, Lyons 和 Solomon 等人就开始着手
整理这个定理的简化版证明,原始证明中的一些
小漏洞大部分都很快被消灭,其中一个比较大的漏
洞, Smith 和 Aschbacher 花了 7 年时间才修补完成
(2004 年完成)．
到目前为止,这个简化版的完整证明还没有全

部完成,据说会在 2023年完成,一共分为 12本书,每
本 400 页左右,让我们拭目以待．
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3

单群是“原子”

为什么要分类有限单群呢 ? 其实这个想法非常
朴素,就像整数分解素数一样,我们总是希望比较大
的群可以由一些比较小的群组成,就像分子由原子
组成一样．

给定一个有限群 G,我们可以先找 G 的一个极
大正规子群,即

G1 6= G

不存在 H ◁G 满足 G1 ⊂ H ⊂ G

由于 G/G1 的正规子群与 G 中包含 G1 的正规子群
一一对应,因此这实际上等价于说

G/G1 是单群

继续找 G1 的极大正规子群 G2,G2 的极大正规子
群 G3,长此以往,由于群的阶数越来越小,最终我们
将得到

{e} = Gn ◁Gn−1 ◁ · · ·◁G1 ◁G0 = G

使得所有的

Gi/Gi+1 都是单群

这样的序列称为 G 的一个合成序列 (composition
series).
但这里有个 Bug 是,上面的合成序列并不是唯

一的,这连带着就很让人怀疑这些商群会不会也不
是唯一的 ?
然而,事实并非如此．

定理 21.5 Jordan-Hölder 定理. 假设 G 是
有限群,而

{e} = Gn+1 ◁Gn ◁ · · ·◁G2 ◁G1 = G

{e} = Hm+1 ◁Hm ◁ · · ·◁H2 ◁H1 = G

为 G 的两个合成序列,则
m = n

存在置换 σ ∈ Sn,使得
Gi/Gi+1 ' Hσ(i)/Hσ(i)+1, ∀i

上面这个定理说明,给定一个群,其合成序列中
的这些商群是由 G 唯一确定的一些单群,称之为 G

的合成因子 (composition factors)．它们就是构成 G

的那些“原子”．

可解群的“原子”就相当简单．

推论 21.6 . 有限 G 是可解群当且仅当其所有
的合成因子都是素数阶循环群．

证明. 如果 G 可解,利用可解群的子群和商群都可
解这两点可以说明 G 的合成因子都是可解群．作为
单群,这些合成因子可解唯一的可能性就是它们是
交换的单群,即素数阶循环群．

反过来,如果 G 的每个合成因子都是素数阶循
环群,那么其合成序列的每个商群都是 Abel 群,因
此 G 可解．

如果真的是单群分类“定理”的话,很多原来的
群论问题都能够得到解决,从 1980 年到现在,有很
多群论和群表示论的工作是基于单群分类定理来做
的．
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22 环论初步

本期导言

让我们暂时告别“烧脑”的群论,进入相对
轻松的

环论 (ring theory) 世界
这个在数论上成长起来的理论．

1

环论简史

任何一本抽象代数的书都会告诉你,环就是一
个集合上有两种满足一定公理的运算: 加法和乘
法,就像整数全体 Z,有理数 Q,或者 n 阶实矩阵的
全体 Mn(R) 一样．
但是什么样的故事激发了人们来定义和研究环

的呢 ? 这些运算满足的公理又是怎样来的呢 ?
实际上环论早期还是由 (扩展) 整数的分解开始

的,比如 Gauss 证明 Fermat 的素数二平方定理的过
程中需要将奇素数 p 在

Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z}
中进行分解,这里的 Z[i] 就具有加法和乘法两种运
算,最后成为我们今天研究的“环”的一份子．
但环论产生的最大动力还是来自于对 Fermat’s

Last Theorem(费马大定理) 的研究,即

对于 n ⩾ 3,不存在正整数 x, y, z 使得
xn + yn = zn

这个定理最后在 1995 年由Wiles 证明．先来看下这
个定理早期的一些进展．

年份 情形 数学家
1640 左右 n = 4 Fermat(费马)

1753 n = 3 Euler(欧拉)
1825 n = 5 Legendre 和 Dirichlet
1832 n = 14 Dirichlet
1839 n = 7 Lamé

1847 年 Lamé 宣称他证明了费马大定理,但 Li-
ouville 指出他的证明依赖于某些“环”中的元素的

唯一分解性质,而这个性质多半不一定成立,用今天
的话说,就好像在 Z[

√
−3] 中, 4 可以有两种分解

4 = 2× 2

4 = (1 +
√
−3)(1−

√
−3)

而 2 和 1±
√
−3 都不能再继续分解了．

但 Z[i] 中却呈现出另一番景象,在 Z[i] 中,每个
元素都能像整数唯一分解成素数的乘积一样唯一分
解．
实际上,如果取

ω =
−1 +

√
3i

2

为三次单位根,那么
Z[ω] = {a+ bω + cω2 | a, b, c ∈ Z}

中依然存在像整数中那样的唯一分解性质,而这个
性质可以用来证明费马大定理 n = 3 的情形．
紧接着,在 1847年, Kummer用他发明的 “ideal

complex numbers” 证明了费马大定理的 n < 100 除
n = 37, 59, 67, 74 的所有情形．
天才的 Dedekind 把根据 “ideal complex num-

bers” 的性质定义了 ideal(我们称之为“理想”),从
此环开始有了它的抽象的雏形, Dedekind 还将素
数的概念推广到了素理想,后来 Dedekind, Weber,
Hilbert 等还研究了多项式“环”的问题．
环的公理化定义还是要归功于史上最伟大的女

数学家之一的 Emmy Noether,她将多项式“环”和
前面这些数“环”的研究统一成“交换环”(指其中
的乘法是交换的)．
而非交换的环则走了另外一条路与交换环相

遇．非交换的环也许应该起步于 Hamilton的四元数
环,加上后面的矩阵方阵的性质．这些集合也有加法
和乘法,与之前的多项式和数的区别在于,这里的乘
法并不是交换的．
交换和非交换的“环”在 1930 年代终于合为一

体,成为今天环的定义

定义 22.1 . 假设 R 是一个非空集合且 R 上
有两种二元运算,记为 + 和 ·,满足下列性质

1. (R,+) 是 Abel 群
2. (R, ·) 满足结合律

68



3. 对任意 a, b, c ∈ R,两个分配律成立

a · (b+ c) = a · b+ a · c

(b+ c) · a = b · a+ c · a

2

环的例子

很显然,前面说过的
Z,Z[i],Z[

√
−3],Mn(R)

等都有加法和乘法两种运算,在加法下是 Abel群,乘
法满足结合律,而乘法对加法满足分配律,因此他们
全部都是环 (ring)．
这里需要指出的是,由于这里并没有要求乘法

有单位元,因此像 2Z(全体偶数) 这样的集合在加法
和乘法下也构成环．

另外,在群论中见到的
Zn: 模 n 的剩余类

上面已经有个加法

(i+ nZ) + (j + nZ) = i+ j + Z
并且在这个加法下确为 Abel群．如果你大胆一点,在
上面定义乘法

(i+ nZ)(j + nZ) = ij + nZ
可以很容易验证这个乘法是良好定义的,且满足结
合律以及对于之前的加法的分配律,因此

(Zn,+, ·)
下也构成环,这个环在后面我们讲中国剩余定理以
及其应用 (RSA 加密方法) 的时候将起到非常重要
的作用．

3

环中运算的基本性质

环上有两个运算：加法和乘法.
其加法的单位元记为 0,称为零元
一个元素 a 在加法下的逆元记为 −a.
为了简便, a+ (−b) 将记为 a− b.
乘法如果有单位元则记为 1.
它们满足几个比较简单的基本性质

引理 22.2 .

0 · a = a · 0 = 0

−(a · b) = (−a) · b = a · (−b)

证明. a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0
两边同时加上 −(a · 0),可得

0 = a · 0
类似可得 0 · a = 0.

a · b+ (−a) · b = (a+ (−a)) · b = 0 · b = 0

因此
−(a · b) = (−a) · b

同样的道理可得
−(a · b) = a · (−b)

4

让人操碎心的乘法

一个环在加法下是 Abel 群,已经好得不能再好
了,因此,当我们对环进行区分时,都是以其乘法的性
质来区别的,如:

有 1 环: 乘法有单位元的环
交换环: 乘法满足交换律的环

零因子

在我们比较
Z6 与 Z

的区别的时候,我们会发现,在 Z6 中会出现
(2 + 6Z)(3 + 6Z) = 0 + 6Z

也就是说 Z6 中的两个非零元
2 + 6Z 和 3 + 6Z

的乘积为零元,而 Z 中则不会发生这样的现象．
如果环 R 中两个非零元 a, b 的乘积 ab = 0,则

称 a为R的左零因子, b称为R的右零因子,此时,我
们称环 R 有零因子．

Z 上不会发生这样的现象 (两个非零元的乘积
为零),我们称 Z 无零因子．
如果元素 a 不是零因子,有个很大的好处

引理 22.3 . 假设 a 为环 R 中非零元．
1. 如果 a 不是左零因子,那么
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a · b = a · c⇒b = c

2. 如果 a 不是右零因子,那么
b · a = c · a⇒b = c

证明. 由
a · b = a · c

可得

a · (b− c) = 0

由于 a 不是左零因子,因此
b− c = 0

即 b = c．另一种情形类似．

元素的逆元

由于环在加法下是 Abel 群,每个元素在加法下
都有逆元,因此我们这里说逆元还是针对乘法．
如果 R 是有 1 环,即乘法有单位元．此时会发

生这样的现象：有些元素在乘法下有逆元,即
a · b = 1 = b · a

称 b 与 a 为可逆元,记 a−1 = b.
R = Mn(R) 中,乘法下有逆元的恰为那些可逆

矩阵．

稍微反直觉的是 Z,整数中可逆的元素跟我们想
的可能不太一样．按定义需要满足

mn = nm = 1

的整数m,n互逆,但这样的话m和 n只能是 ±1,因
此 Z 中的可逆元是 ±1,而不是所有非零元．

Zn 中的可逆元呢 ? 这个环一共 n 个元素

i+ nZ, i = 0, · · · , n− 1

如果其中两个元素

i+ nZ 和 j + nZ 互逆
则有

ij + nZ = 1 + nZ
即存在整数 s,使得

ij − 1 = sn

从而

ij + sn = 1

所以 i 与 n 都互素．

反过来,如果 i 与 n 互素,则存在整数 j, s,使得
ij + sn = 1

从而

(i+ nZ)(j + nZ) = 1 + Z
即 i+ nZ 在 Zn 中可逆．

总结起来,Zn 中可逆的元素恰为

{i+ nZ | i 与 n 互素 }

5

环的单位元群

一个有 1 环 R 中的可逆元称为 R 的单位
(unit),R中所有单位的全体记为 U(R),它在 R的乘
法下显然构成一个群,称为 R 的单位元群(The unit
group)．
由上面的讨论,我们有

环 R U(R)

Z {±1}
Zn {i+ nZ | (i, n) = 1}

Mn(R) GLn(R)
R R∗ = R\{0}

当 p 为素数时, 1, 2, · · · , p− 1 都与 p 互素,因此
U(Zp) = Z∗

p

共有 p− 1 个元素,跟拉格朗日定理结合起来有个很
神奇的应用．

定理 22.4 Fermat小定理. 假设 p为素数,则
对任意整数 a,有

ap ≡ a (mod p)

证明. 如果考虑 Zp 中元素

a+ pZ

如果 p | a,则 p | ap,因此
ap ≡ 0 ≡ a (mod p)

如果 p ∤ a,则
a+ pZ ∈ U(Zp)

由拉格朗日定理,其阶数必然整除 U(Zp)的阶数 p−
1,从而

(a+ pZ)p−1 = 1 + pZ

从而

(a+ pZ)p = a+ pZ,即
ap + pZ = a+ pZ

所以

ap − a ∈ pZ

ap ≡ a (mod p)
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6

整环、除环、域

最后来看我们比较关心的环的种类．

整环

整环指的是满足下面条件的环
有 1、交换、无零因子

比如: Z, Q[x],Z[x],Z[i] 等．

域

一个域(field) 指得是满足
有 1,交换,每个非零元都可逆

的环,也就是所有非零元都可逆的整环．例如：
Q,R,C,Zp(p 为素数)

除环

一个除环是指满足
有 1,每个非零元都可逆

的环,跟域的区别是除环不一定交换．

7

Hamilton 四元数环

显然所有的域都是除环,问题是有没有不是域
的除环呢 ?
有的！这里举一个经典的例子:

Hamilton 四元数环
Hamilton 四元数环 H 是一个 4 维的实向量空间,它
的一组基记为

1, i, j, k

并规定它们之间的乘积为
i2 = j2 = k2 = ijk = −1

可以验证 H满足结合率,是一个环,但它不是交换的．
这个环的乘积有非常有趣的性质, i, j, k 之间的

乘法规律与在维空间中的外积乘法规律相同．
ij = k, jk = i, ki = j

有点像“时间加空间”形成的向量空间,放在物理中
是描述时空的很好的模型,比如洛伦兹变换和狭义
相对论就可以用 H 中的乘法简洁的描述 (由于我有
限的物理知识已经忘得差不多了,等我学会了再跟
大家聊)．

如果把 i, j, k 生成的三维空间看做现实中的三
维空间的话,取

v = x1i+ y1j + z1k

w = x2i+ y2j + z2k

那么它们在 H 中的乘积
vw = v × w − v · w

恰为对两个向量外积与内积的差．
下面我们来证明 H 是一个除环,对任意 H 中的

非零元
a+ xi+ yj + zk

记 v = xi+ yj + zk,我们有
(a+ xi+ yj + zk)(a− xi− yj − zk)

= (a+ v)(a− v)

= a2 + av − av − v × v + v · v
= a2 + x2 + y2 + z2

由此可见,H 中的任意非零元
a+ xi+ yj + zk

的逆元是
a− xi− yj − zk

a2 + x2 + y2 + z2

网络上有很多关于 Hamilton 怎么发现四元数环的
传说,以及四元数环的应用,大家可以通过搜索

Hamilton Quaternion
阅读更多关于四元数环的内容．
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23 环同态与理想

本期导言

环也许是最励志的代数对象,因为它有
理想 (ideal)

且看分解！

1

环的同态,第一同构定理

回想群论里,我们利用群同态来比较两个群之
间的差异和联系．线性代数里,我们用线性映射来比
较两个向量空间．
这个思想可以说讨论各种代数结构的信仰．
如果考虑两个环之间的联系应该考虑什么样的

映射呢 ? 很显然这个映射应该像群同态和线性映射
一样保持两边的运算．
再回想下咱们环是什么 ? 一个环 (R,+, ·) 是一

个 Abel 群 (R,+) 的基础上有一个满足结合律乘法
“·”, 并且乘法相对于加法满足分配律．

由此看来,联系两个环的映射应该如下

定义 23.1 . 假设 R 和 S 是两个环,它们之间
的一个环同态 (ring homomorphism) 是一个映
射

ϕ : R −→ S

满足对任意 a, b ∈ R

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b)

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b)

有了两个环之间的环同态
ϕ : R −→ S

我们怎么比较这两个环呢 ?
如果我们突然失忆,忘记两个环的乘法,此时 ϕ

依然不失为 R 到 S 的加法群同态,有
Kerϕ = {a ∈ R | ϕ(a) = 0}

根据群同态基本定理的第一同构定理,有群群同构
R/Kerϕ ' Imϕ

a+ Kerϕ 7→ ϕ(a)

这时我们恢复记忆,很容易发现右边

Imϕ

上依然有乘法
ϕ(a) · ϕ(b) = ϕ(a · b)

这样 Imϕ 既是 S 的 Abel 子群又对乘法封闭,这样
的子集称为 S 的子环(subring).
但左边

R/Kerϕ
上有没有乘法呢 ? 如果有的话,刚才的群同构

R/Kerϕ ' Imϕ

就有可能变成一个环同构 (环同态 + 双射),从而成
功“致敬”群同态基本定理的第一同构定理．
从现在开始,我们省略乘法的“·”
实际上,如果定义

(a+ Kerϕ)(b+ Kerϕ) = ab+ Kerϕ
的话,我们肯定会问它是不是 well-defined? 也就是
说如果

a+ Kerϕ = a′ + Kerϕ

b+ Kerϕ = b′ + Kerϕ
是否有

ab+ Kerϕ = a′b′ + Kerϕ?
翻译一下就是,如果

a− a′ ∈ Kerϕ
b− b′ ∈ Kerϕ

是否有
ab− a′b′ ∈ Kerϕ?

实际上

ab− a′b′ = ab− ab′ + ab′ − a′b′

= a(b− b′) + (a− a′)b′

利用下面这个引理很容易证明
a(b− b′) + (a− a′)b′

的确是属于 Kerϕ 的.

引理 23.2 . 对任意 r ∈ R, u ∈ Kerϕ
ru ∈ Kerϕ

ur ∈ Kerϕ

利用这个引理,上面的
a(b− b′) ∈ Kerϕ (因为 b− b′ ∈ Kerϕ)
(a− a′)b′ ∈ Kerϕ (因为 a− a′ ∈ Kerϕ)

由于 Kerϕ 是 R 的加法子群,对加法封闭,因此
a(b− b′) + (a− a′)b′ ∈ Kerϕ

引理的证明. 这个证明很简单,只需要用 ϕ作用上去
看看就可以了．

ϕ(ru) = ϕ(r)ϕ(u) = ϕ(r) · 0 = 0

ϕ(ur) = ϕ(u)ϕ(r) = 0 · ϕ(r) = 0

72



因此 ru 和 ur 都属于 Kerϕ.

所以 R/Kerϕ 上真的有个 well-defined 的乘法
(a+ Kerϕ)(b+ Kerϕ) = ab+ Kerϕ

和其上原有的加法
(a+ Kerϕ) + (b+ Kerϕ)

= (a+ b) + Kerϕ
合并一处,很容易发现 R/Kerϕ 在加法和乘法下构
成环,并且原来的群同构

R/Kerϕ −→ Imϕ

a+ Kerϕ 7→ ϕ(a)

在保持加法的同时也保持乘法,从而是
环同构!

这样我们就“致 (shan) 敬 (zhai)”了群同态基本定
理的第一同构定理

定理 23.3 环同态基本定理-第一同构定理.
假设有环同态

ϕ : R −→ S

那么我们有环同构

R/Kerϕ ' Imϕ

a+ Kerϕ 7→ ϕ(a)

2

环的理想

上面的 Kerϕ 是这样一种存在：

1. 它是 R 的加法子群
2. 对应的加法商群 R/Kerϕ 上有乘法

(a+ Kerϕ)(b+ Kerϕ)

=ab+ Kerϕ

这个商群上有乘法最关键的地方就在上面的引
理23.2,即对所有的 r ∈ R, u ∈ Kerϕ

ru, ur 依然属于 Kerϕ
一般的,如果

1. I 是 R 的加法子群
2. 对任意 r ∈ R, u ∈ I 有

ru, ur ∈ I

也就是说 I 中元素与任意元素的乘积
还在 I 中．

那么加法商群 R/I 上有 well-defined 乘法
(a+ I)(b+ I) = ab+ I

(证明跟上面 I = Kerϕ 的情形一致),从而使得这个
商群 R/I 成为一个环．此时

I 为 R 的一个理想(ideal),记为 I ◁R

R/I 为 R 关于 I 的商环

很显然,任意 R 到 S 的环同态的 Kernel 都是 R 的
理想．

其实每个理想都确实也是某个环同态的 Kernel:
假设 I 是环 R 的一个理想,只需要考虑自然满同态

π : R −→ R/I

a 7→ a+ I

以前我们已经知道 π 是加群同态且 Kerπ = I,只需
要验证 π 的确是环同态即可,也就是验证 π 保持乘
法,而这个是显而易见的.

π(ab) = ab+ I

= (a+ I)(b+ I)

= π(a)π(b).

另外,每个环 R 都有一些比较无聊的理想,比如:
{0} 和 R

这些称为 R 的平凡理想 (trivial ideal).

3

理想的例子

现在我已经迫不及待的想看看一些环的理想到
底是什么样子 ? 相应的商环到底是什么 ? 这个理想
能给我们带来什么好处 ?
先看最简单的例子：整数环 Z.
假设 I 是 Z 的理想,它首先得是 Z 的加法子群．

在加法下 Z 是循环群,其子群也是循环群,因此 I 只
能是某个 mZ(m 为整数),即所有 m 的倍数组成的
集合．

这样的子群是不是真的都是理想呢 ? 只需要验
证是否满足理想定义的第二条就行了：对任意 mx ∈
mZ, r ∈ Z,有

r(mx) = (mx)r = mrx ∈ mZ
所以 mZ,m ∈ Z 恰为 Z 的所有理想．
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对每个 mZ,它对应的商环我们已经见过了,就
是

Zm = Z/mZ

4

理想的交、和、乘积

给定环 R 的两个理想 I 和 J ,其实我们还可以
得到相关的一些 R 的理想,比较典型的是下面几个

I ∩ J

I + J = {x+ y | x ∈ I, y ∈ J}
IJ = { 有限和

∑
xkyk | xk ∈ I, yk ∈ J}

作为练习,大家可以验证下它们确实依然是 R 的理
想．
前面两个大家都比较容易理解,最后 IJ 这个需

要说两句,如果将 IJ 定义为
{xy | x ∈ I, y ∈ J}

的话, IJ 将不一定对加法封闭,可能都不是 R 的加
法子群,更别提理想了．

5

更多“致敬”同态基本定理

跟群同态基本定理一样,除了第一同构定理以
外,也可以有第二同构定理和第三同构定理,以及商
环的理想与原来环的理想之间的对应关系．

定理 23.4 第二同构定理. 假设 R是一个环, I
是 R 理想,而 S 是 R 的子环,则有环同构

S/(S ∩ I) ' (S + I)/I

证明. 这个证明跟群同态基本定理的第二同构定理
没有本质的区别．

首先大家验证下 S + I 确实还是 R 的子环,这
样 I 也是 S + I 的理想,考虑环同态

π : S −→ (S + I)/I

s 7→ s+ I

它是满同态且 Kernel 正好是 S ∩ I,由第一同构定理
就完成证明！

定理 23.5 第三同构定理. 假设 R 是一个
环,而 I ⊆ J 是 R 的两个理想,那么 J/I 是
R/I 的理想且有环同构

(R/I)/(J/I) ' R/J

证明. 这个证明也是个体力劳动,考虑环同态
ϕ : R/I −→ R/J

a+ I 7→ a+ J

(well-defined?)
这是个环的满同态且 Kernel 正好是

J/I

由第一同构定理得证．

关于环的满同态同样有下面的定理

定理 23.6 . 假设
ϕ : R −→ S

是环的满同态,则
{R 的包含 Kerϕ 的理想 (或子环)}

与
{S 的理想 (或子环)}

一一对应,对应关系是
J 7→ ϕ(J), ∀I ⊆ J ◁R

K 7→ ϕ−1(K), ∀K ◁ S

证明. 实际上,将 ϕ 看作加群的同态,我们已经能够
得到 R 的含 I 的加法子群与 S 的加法子群之间的
一一对应,大家只需要验证下,这个对应下总是把理
想 (子环) 变为理想 (子环) 就行了．

考虑自然满同态
π : R −→ R/I

我们可以得到下面的推论．

推论 23.7 . 假设 I 是环 R 的一个理想,那么
商环 R/I 的理想 (子环) 与 R 中含 I 的理想
(子环) 一一对应
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24 中国剩余定理

本期前言

上期说到理想的定义,环同态基本定理,还
没有告诉我们理想有什么好处呢 ? 本期来看看
怎么用理想来解决数的问题

中国剩余定理
(Chinese Remainder Theorem) 这是近世代数
中唯一以中国命名的定理．
你知道么 ? 这个定理还与现在珠算口诀以

及卷尺的发明有一面之缘,且看本期道来．

1

数的问题用理想描述

上期我们看到 Z 的理想恰为那些 mZ,每个这
样的理想都由一个整数 m 决定．

那整数的关系是否能用理想来描述呢 ?

比如 m | n ? 容易发现,这等价于
nZ ⊆ mZ

(m,n) = d? 很不容易发现,这等价于
mZ+ nZ = dZ

实际上,仔细思考下,这个也没有那么难以理解．
由于 m,n 都是 d 的倍数,因此左边集合中的元
素都是 d 的倍数,因此

mZ+ nZ ⊆ dZ
另一方面,由于 d是 m,n的最大公因数,因此存
在整数 s, t 使得

d = ms+ nt

所以 d ∈ mZ+ nZ,从而
dZ ⊆ mZ+ nZ

因此
mZ+ nZ = dZ

推论：m,n 互素当且仅当
mZ+ nZ = Z

假设 m,n 的最小公倍数是 [m,n],则
[m,n]Z = mZ ∩ nZ

总结成一张小表

整数语言 理想语言

m | n nZ ⊆ mZ
(m,n) = d mZ+ nZ = dZ
(m,n) = 1 mZ+ nZ = Z
l = [m,n] lZ = mZ ∩ nZ

mn mnZ = (mZ)(nZ)

2

理想为数

现在我们可以把目光转向
有 1 环

这是广泛的环,整数环 Z,多项式环,还有复数域的那
些子环,全矩阵环都可以进入火力范围．
假设 R 是一个有 1 环,像 Z 中一样, 我们可以

把 R 中的理想当作数来对待,比如,我们可以定义

理想的关系 定义

理想 I 整除 J J ⊆ I

理想 I 与 J 互素 I + J = R

解释这样做有什么好处之前,回顾上期两个理
想 I 与 J 的几种运算

I + J, IJ, I ∩ J

这些都是 R 的理想,它们之间的包含关系可用下面
的图表示

I + J

LLL
LLL

L

sss
sss

s

I J

I ∩ J

rrrrrrr

LLLLLLL

IJ

由于理想的吸收性质得
IJ ⊆ I, IJ ⊆ J

所以
IJ ⊆ I ∩ J

另外,由于 I 中元素 x 都可以写成
x+ 0 的形式,属于 I + J
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因此 I ⊆ I + J , 同理 J ⊆ I + J．

引理 24.1 . 对任意环 R, 假设 I, J, K 为环 R

的三个理想,则有

(I + J)K = IK + JK

K(I + J) = KI +KJ

证明. 由于 I ⊆ I + J ,所以
IK ⊆ (I + J)K

同理
JK ⊆ (I + J)K

作为理想 (I + J)K 关于加法封闭,因此
IK + JK ⊆ (I + J)K

反过来, (I + J)K 中的元素为有限和∑
(xt + yt)zt

其中 xt ∈ I, yt ∈ J, zt ∈ K．这里每一项
(xt + yt)zt = xtzt + ytzt ∈ IK + JK

IK + JK 同样对加法封闭,所以∑
(xt + yt)zt ∈ IK + JK

从而
(I + J)K ⊆ IK + JK

所以
(I + J)K = IK + JK

同理,我们有
K(I + J) = KI +KJ

引理得证．

好了,现在我们可以用两个例子来说明下把理
想看成数有什么好处了．
比如整数中有这样的结论

m | rn, (m,n) = 1⇒m | r

翻译成理想的语言

如果
(rZ)(nZ) ⊆ mZ, nZ+mZ = Z

那么
rZ ⊆ nZ

放到一般有 1 环中:

命题 24.2 . 假设 I, J,K 为有 1 环 R 的理想
满足

IJ ⊆ K (K 整除 IJ)

J +K = R (K 与 J 互素) 那么
I ⊆ K (K 整除 I)

证明. 由于 R 是有 1 环,所以
IR = I

结合引理24.1
I = IR = I(J +K) = IJ + IK

由理想的收性质
IK ⊆ K

加上 IJ ⊆ K,因此
IJ + IK ⊆ K

所以
I ⊆ K

这个证明是不是很神奇 ?
咱们可以再来一个．

(m, r) = 1, (n, r) = 1

⇒(mn, r) = 1

翻译成理想语言

如果
mZ+ rZ = Z

nZ+ rZ = Z

那么
(mZ)(nZ) + rZ = Z

在有 1 环中:

命题 24.3 . 假设 I, J,K 为有 1 环 R 的理
想,满足

I +K = R, J +K = R

那么
IJ +K = R

证明. 首先由于 R 是有 1 环,所以
RR = R

且看操作

R = RR

= (I +K)(J +K)

= IJ + IK +KJ +KK

⊆ IJ +K

最后一步包含关系由 K 的吸收性质得到.
显然 IJ +K ⊆ R,所以

76



R = IJ +K

大家可以自己看看还有哪些整数的结论在有 1 环或
者有 1 交换环中依然正确.

3

中国剩余定理

现在来到本期的重头戏：
中国剩余定理

它最早出现在《孙子算经》

今有物不知其数,三三数之剩二,五五数之剩
三,七七数之剩二,问物几何 ?

这是同余方程问题,即求一个整数 x,模 3 余 2,模 5
余 3,模 7 余 2,写成方程组形式

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 2 (mod 7)

它是否有解 ? 又怎么求解呢 ?
在秦九韶 (1208-1268) 的《数书九章》中有一

般的解法,针对上面这个特殊的例子,程大位 (1533-
1606) 更是在他的《新编直指算法统宗》中将解法编
成了一首诗．

三人同行七十稀
五树梅花廿一枝
七子团圆正半月
除百零五便得知

这里解释下,这首诗的意思是为 3, 5, 7 分别找一个
特别的数

3 b3 = 70

5 b5 = 21

7 b7 = 15

这三个数有个特点是
b3 = 70 模 3 余 1,模 5、模 7 余 0
b5 = 21 模 5 余 1,模 3、模 7 余 0
b7 = 15 模 7 余 1,模 3、模 5 余 0

这样
2b3 + 3b5 + 2b7

就会满足题目要求的条件:
模 3 余 2,模 5 余 3,模 7 余 2

同时,与之相差 105 的数依然满足这个条件,因为
105 模 3, 5, 7 都余 0,相差 105 不影响模 3, 5, 7 后
的结果．用图表表示

三人同行七十稀 b3 = 70 ×2 = 140

五树梅花廿一枝 b5 = 21 ×3 = 63

七子团圆正半月 b7 = 15 ×2 = 30

求和 233
除百零五 −105× 2

便得知 23

这就是我们老祖先比较聪明的地方,用一个例子告
诉你一个普遍存在的道理．我想到这里大家已经知道
这里的一般结论是什么了,就是下面这个定理.

定理 24.4 中国剩余定理整数版. 假设
n1, · · · , ns

为两两互素的整数,对任意整数
x1, · · · , xs

同余方程组
x ≡ x1 (mod n1)

x ≡ x2 (mod n2)

· · · · · ·
x ≡ xs (mod ns) 有解且两个解之间相差

n1 · · ·ns

的倍数．

能不能把这个定理翻译成环论的语言 ?
感觉有一定难度,需要环的一个构造方法．如果

我们有 s 个环
R1, · · · , Rs

那么它们的笛卡尔乘积
R1 × · · · ×Rs

依然构成环,其加法为
(x1, · · · , xs) + (y1, · · · , ys)
= (x1 + y1, · · · , xs + ys)

乘法是
(x1, · · · , xs)(y1, · · · , ys)

= (x1y1, · · · , xsys)

说白了就是加法和乘法都是分别进行,很容易验证
这个笛卡尔乘积的确是环．
有了这个构造,就可以把中国剩余定理翻译成

环论语言了．

定理 24.5 中国剩余定理整数环版. 假设
n1, · · · , ns
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为两两互素的整数,那么环同态

π : Z −→ Z/n1Z× · · · × Z/nsZ
x 7→ (x+ n1Z, · · · , x+ nsZ)

是满射,且诱导环同构
Z/(n1 · · ·nsZ) ' Z/n1Z× · · · × Z/nsZ

这个满射说的正是上面的同余方程组有解,也就是
说,对任意整数

x1, · · · , xs

都存在整数 x 使得

(x+ n1Z, · · · , x+ nsZ)
= (x1 + n1Z, · · · , xs + nsZ)

即满足上面的同余方程组

x ≡ xi (mod ni), 1 ⩽ i ⩽ s

根据环同态基本定理第一同构定理,上面的环同构
正好说的是

Kerπ = n1 · · ·nsZ
即同余方程的任意两个解之间相差

n1 · · ·ns

的倍数．

4

中国剩余定理有 1 环版

我们有理想之间的互素关系,可以把定理24.5升
级为有 1 环中的命题．

定理 24.6 中国剩余定理有 1 环版. 假设
I1, · · · , Is

是有 1 环 R 中两两互素的理想,即
Ii + Ij = R, ∀i 6= j

则环同态

π : R −→ R/I1 × · · · ×R/Is

x 7→ (x+ I1, · · · , x+ Is)

是满射,且诱导环同构
R/(I1 ∩ · · · ∩ Is) ' R/I1 × · · · ×R/Is

证明. 就像整数的情形一样,这里的关键是要找到一
组 R 中元素

b1, · · · , bs
使得

bi + Ii = 1 + Ii, 1 ⩽ i ⩽ s

bi + Ij = 0 + Ij , ∀i 6= j

这样的元素是否真的存在呢 ?
还好我老谋深算,在前面证明了命题24.3．对于

这 s 个理想中的任意一个 Ii,其他理想都与它互
素,即

Ii + Ik = R, ∀k 6= i

由命题24.3
Ii +

∏
k 6=i

Ik = R

这样 R 中的单位元 1 可以表达成
1 = ui + bi

的形式,其中

ui ∈ Ii, bi ∈
∏
k 6=i

Ik

这样一来 bi 与 1 相差 Ii 中元素 ui,从而有
bi + Ii = 1 + Ii

bi 又在除 Ii 之外的其他理想的乘积理想中,由理想
的吸收性质 ∏

k 6=i

Ik ⊆ Ij , ∀j 6= i

所以对任意 j 6= i

bi + Ij = 0 + Ij

满足上面的条件．
现在任取

R/I1 × · · · ×R/Is

中元素
(x1 + I1, · · · , xs + Is)

令
x = x1b1 + · · ·+ xsbs

对每个固定的 1 ⩽ i ⩽ s,等式右边除了 xibi 以外,其
他的

xjbj , j 6= i

都在 Ii 中 (因为 bj ∈ Ii)．所以

x+ Ii = xibi + Ii

= (xi + Ii)(bi + Ii)

= (xi + Ii)(1 + Ii)

= xi + Ii

因此
π(x) = (x1 + I1, · · · , xs + Is)

这就证明了 π 是满同态．
Kerπ 恰好是 R 中的元素 x 满足

x+ Ii = 0 + Ii, ∀1 ⩽ i ⩽ s

也就是说
x ∈ Ii, ∀1 ⩽ i ⩽ s
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所以

Kerπ = I1 ∩ · · · ∩ Is

由第一同构定理得环同构

R/(I1 ∩ · · · ∩ Is) ' R/I1 × · · · ×R/Is

需要注意的是,在 Z 中,当
n1, · · · , ns

两两互素时,有
n1 · · ·ns Z = n1 Z ∩ · · · ∩ ns Z

那上面定理中,是否满足
I1 ∩ · · · ∩ Is = I1 · · · Is

呢 ? 答案是：当 R 是有 1 交换环时满足！

命题 24.7 . 在有 1 交换环 R 中,假设理想
I1, · · · , Is

两两互素,那么
I1 ∩ · · · ∩ Is = I1 · · · Is

这个证明只要利用下面这个引理,结合引理24.1,以
及对 s 用数学归纳法就行了．

引理 24.8 . 假设 I, J 是有 1 交换环的两个理
想且

I + J = R

那么
I ∩ J = IJ

证明. 只要验证
I ∩ J ⊆ IJ

即可,且看

I ∩ J = (I ∩ J)R (R 有 1)
= (I ∩ J)(I + J)

= (I ∩ J)I + (I ∩ J)J

= I(I ∩ J) + (I ∩ J)J (R 交换)
⊆ IJ + IJ

= IJ

所以在中国剩余定理的有 1 交换环版本中,如果愿
意,可以把

I1 ∩ · · · ∩ Is

换成

I1 · · · Is

5

程大位的《算法统宗》

在找程大位口诀的过程中,顺便翻了他的

《新编直指算法统宗》

这也许是古代中国发行量最大的数学书了,我在网
上找到日本某图书馆 1936 年的藏书

在程大位那个时代,人们还经常用筹算,很不方便,这
本“算法统宗”是程大位毕生心血的结晶,他搜集了
许多书籍,遍访名师,经过数十年的努力,公元 1592
年六十岁的他终于写成了《直指算法统宗》一书．

这本书的出现完成了由筹算到珠算的彻底转
变,大家看看里面的珠算口诀
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没错,这些产生无比强大生产力的珠算口诀正是出
自这本书！
另外,这本书里还有一件有趣的发明

新制丈量步车

用现在的语言就是: 卷尺！
最后,虽然程大位先生有一个非常嚣张的名

字,但他一辈子没有做过官！

25 RSA

本期导言

本期介绍中国剩余定理的经典应用:
RSA 加密方法

在影视剧中,我们看到过很多用密码本的方法．
本期要讲的 RSA 加密方法与密码本之类的方
法完全不同,到现在依然是最安全的加密方法
之一．
每次你打开电脑,输入 https 开头的网

址, RSA 加密方法就已经开始在保护你的数据
安全．

本期记号

对于正整数 m

[0,m): 小于 m 的非负整数的集合
[x]m: 整数 x 模 m 的余数

1

中国剩余定理

回顾上期中国剩余定理的整数环版.

定理 25.1 中国剩余定理整数环版. 假设
n1, · · · , ns

是 s 个两两互素的正整数. 令
n = n1n2 · · ·ns

则有环同构

Zn → Zn1
× · · · × Zns

[x]n 7→ ([x]n1
, · · · , [x]ns

)

2

RSA 加密设定

说起加密,我们就不得不说起 Alice 和 Bob 这
两个冤家,自从 1978 年他们被“发明”以来,就成为
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密码届最著名的 CP,任何一本密码学的书上好像都
是这两个家伙在互相传递信息,还生怕别人知道．
这不,他们又有一些小秘密想告诉对方了,但很

遗憾,物理上的距离,让他们的消息传递必须经过一
个不靠谱第三方 Eve．

这对 CP 感觉 Alice 比较主动,她想给 Bob 发
个消息,于是 Bob 做了如下的操作:

1. 选两个不同的“非常大”的素数
p, q, 令 n := pq

2. 计算
φ(n) = (p− 1)(q − 1)

并选定
1 < e < φ(n) 使得 e 与 φ(n) 互素

3. 利用辗转相除法求出
1 < d < φ(n) 使得

de+ kφ(n) = 1

4. 为了安全,销毁 p, q 以及 φ(n).

这样剩下的信息只有三个数字
n, e, d

分为两对
(n, e) 和 (n, d)

一般情况下选定的 e比较简单,而 d则比较复杂．现
在让 Eve 把 n 和 e 传给 Alice,带话:
这是我的“公钥”,用它来加密你的消息吧．

由于 Eve 并不值得信任,可以在这个“公钥”上签
名,免得 Eve 私自更改“公钥”．至于 d(与 n 合起来
称为私钥)

打死也不能告诉别人!

3

RSA 加密解密过程

现在 Alice拿到公钥 n和 e,她就可以给 Bob发
消息了,比如发一个

“啥时候出差回来呀 ? ”
先想办法这句话转化成数字 x,比如我们可以用
UTF8 对照表或者四角号码什么的.
由于 n 特别大,我们可以假定 x ∈ [0, n). 万一

x 比 n 大怎么办 ? 把这句话拆成多组进行传输．
怎么加密 x 呢 ?

用 n 和 e 定义函数
E : [0, n) −→ [0, n)

x 7→ [xe]n

就是先取 x 的 e 次方,再求它模 n 的余数.
这个就是我们的加密函数(encryption).
Alice 在 E(x) 上签名,让 Eve 传给 Bob.
Eve 拿着 E(x) 一脸懵逼:

“这是个什么玩意 ? ”
Bob 拿到 E(x) 后找了个没人的地儿,偷偷了拿出了
自己的私钥 (n, d),考虑函数

D : [0, n) −→ [0, n)

y 7→ [yd]n

先将 y 做 d 次幂,再求它模 n 的余数.
这就解密函数(decryption).
啥意思 ? 就是说,如果用 D 作用在 E(x) 上就

可以得到 x. 即
D(E(x)) = x

这样就完成了加密和解密的过程！

那为什么 DE(x) = x 呢 ? 实际上

定理 25.2 . DE = ED = id 是 [0, n) 上的恒
等映射．

证明. 证明的关键是利用中国剩余定理．
对于任意 [0, n) 中的整数 x

DE(x) = ED(x) = [xed]n

所以定理等价于：对任意 u ∈ Zn

ued = u

由于 n = pq 且 p 与 q 互素,由中国剩余定理,存在
环同构

Zn −→ Zp × Zq

假设 u 在这个同构下的像为

(a, b), 其中 a ∈ Zp, b ∈ Zq

由于环同构保持乘法,我们需要证明
(a, b)ed = (a, b),即：

aed = a

bed = b

先来证明第一个,如果
a = 0

则显然

aed = 0ed = 0 = a

若 a 6= 0,由于 Zp 是域,所以 Zp 中的所有非零元
(共 p− 1 个) 关于乘法是一个群．现在

ed− 1 = −kφ(n) = −k(p− 1)(q − 1)

被 p− 1 整除,由拉格朗日定理推论
aed−1 = 1

这里 1 为 Zp 中乘法单位元,从而
aed = a
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总结起来,无论 a 是否为 Zp 中零元,都有
aed = a

同样的道理可得

bed = b

证明完毕！

现在我们知道, Bob可以用解密函数 D 来解密 Alice
利用公钥加密后的信息 E(x).

Bob 要回消息怎么办 ?
需要注意: 千万不能用函数 D 把回复的消息 y 加密
成 D(y),然后傻乎乎的等着 Alice 用 E 去解密得到
ED(y) = y．不要忘了, Eve 知道 n 和 e 的,从而也
知道函数 E．

正确的做法是, Alice 重新找两个素数,建立新的
公钥和私钥,然后把公钥给 Bob．他回消息的时候用
Alice 的公钥进行加密．

4

Eve 好像懂了

时间久了, Alice 跟 Bob 也没什么话说,翻来复
去都是那几句．这样 Eve 就经常拿到同样的密文
E(x),结合两个人的各种表现,就有机会猜出来 x 是
什么．

有没有办法避免这个呢 ?
有没有可能做到：

传递同样信息,但每次加密后又不同 ?
可以的,只要给消息 x 加点干扰项”

随机的生成一个固定长度的数 r, 长度为 l, 跟 x

拼起来

X := r||x
这样虽然 x 是同一个, 但每次的 r 不一样,因此 X

不同, 如果为了更安全,还可以再找一个函数 Pre 和
它的反函数 Post(这个自己找去),使得

Post ·Pre(X) = X

这样我们传递的过程就变成这样

1. 随机生成 r, 长度为 l, 与 x 拼成
X = r||x

2. 用函数 Pre 作用
Pre(X)

3. 用 E 加密
E · Pre(X)

4. 让 Eve 传递消息

(很懵圈,怎么又不一样)
5. Bob 解密

D · E · Pre(X) = Pre(X)

6. 用 Post 函数作用
Post ·D · E · Pre(X)

= Post ·Pre(X) = X

7. 由于 X = r||x, 去掉前 l 个数字得到 x

一本正经的说,这种想法叫什么呢 ? 这种想法的名
字就是 OAEP:

Optimal Asymmetric Encryption Padding
跟 RSA 联合就称为 RSA-OAEP. 如果感兴趣,可以
在网上搜索这个关键词查找.

5

RSA 的安全性来自哪里 ?

为什么叫做 RSA 呢 ?
这是因为这个算法是 1977 年 Ron Rivest, Adi

Shamir和 Leonard Adleman一起提出的．当时他们
三人都在麻省理工学院工作．RSA 就是他们三人姓
氏开头字母拼在一起组成的．

实际上 1973 年,在英国政府通讯总部工作的数
学家 Clifford Cocks 也给出了一个相同的算法,但他
的发现被列入机密,一直到 1997 年才被解密.

RSA 的安全性主要来自于
对于非常大的整数 n, 如果不知道 p, q,计算

φ(n) 或者对 n 分解因式都是需要很长时间的．

练习 6 . 你能利用多个 (大于 2) 素数构造跟
RSA 类似的加密解密函数吗 ?

6

RSA 的缺点

RSA 有个很大的缺点是
加密解密过程太累！

需要很大的计算量,是一种比较“昂贵”的加密方
法,现在网络传输往往需要传输大量的数据,如果完
全用 RSA 来加密解密将是非常占用资源的,因此现
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在大量数据的传输一般都是 RSA 与另一种加密方
法 AES 联合使用．

AES 的特点是加密解密速度快,但加密和解密
是同一个密码,与 RSA合用, RSA负责对 AES的密
码进行加密 (这个活最轻松),而数据的加密这个重
体力活就交给 AES 去做！

26 素理想与极大理想

本期导言

回到我们的
有 1 交换环

前面我们说了它的理想可以看成数,一些整数
的结论也可以用理想来证明,而证明还很简单．
现在我有个问题：
什么样的理想能取代素数的位置 ?

1

素数

回顾下整数中的素数: p 6= 0,±1 满足

p 不能被 ±1,±p 之外的整数整除

在 Z 中,素数还有个性质

p | ab⇒p | a 或者 p | b

在整数中这两条实际是等价的.

还记得整除关系用理想是怎么描述的么 ?

整数语言 理想语言
m | n nZ ⊆ mZ
mn mnZ = (mZ)(nZ)

把上面两个性质分别翻译成理想的语言．

如果
pZ ⊆ mZ

则
mZ = pZ 或者 mZ = ±1Z = Z

如果
(mZ)(nZ) ⊆ pZ

则
mZ ⊆ pZ 或者 nZ ⊆ pZ
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2

素理想,极大理想

有 1 交换环中的素理想和极大理想正是从上面
两种性质抽象出来

定义 26.1 . 假设 R 是有 1 交换环, p 6= R 是
R 的理想,它称为 R 的

素理想(prime ideal),
如果对任意 R 的理想 I, J 有

IJ ⊆ p⇒I ⊆ p 或者 J ⊆ p

R 的理想 m 6= R 称为 R 的
极大理想(maximal ideal),

如果对于任意 R 的理想 I 有
m ⊊ I⇒I = R

由于这里没有限制理想不是零理想,这使得 Z 中的
零理想是素理想:

(mZ)(nZ) ⊆ {0}⇒mZ = {0} 或 nZ = {0}
但不是极大理想:

{0} ⊊ 2Z ⊊ Z
这里理想 2Z 真包含零理想,但它不是 Z,所以零理
想不是极大理想．

但对于 Z 中的非零理想来说,素理想和极大理
想是等价的,这个由上面素数的两个等价性质可得
到．

3

素理想的判定

要判定一个理想是不是素理想还是挺麻烦
的,比如在 R = Z[x] 中,由 x 生成的理想

(x) = xR

是不是素理想 ?
在有 1 交换环 R 中,任意一个元素 a ∈ R 都可

以生成一个 R 的理想

(a) := aR = {ar | r ∈ R}
这种由一个元素生成的理想称为

主理想 (principal ideal)
例如 Z 的理想全部都是主理想．

如果 a是 R中的可逆元,则 (a) = R．实际上,对
任意 r ∈ R 有

r = ra−1a ∈ (a)

当然由两个元素 a, b ∈ R 也能生成一个理想
(a, b) := aR+ bR = {ar + bs | r, s ∈ R}

这其实是包含 a, b 最小的理想．
实际上,任何 R 的子集 X 都能生成一个理想
(X) = { 有限和

∑
xkrk | xk ∈ X, rk ∈ R}

不说远了,怎么判定理想是否为素理想呢 ?

命题 26.2 . 假设 p 6= R 是有 1 交换环 R 的
理想,则下面几条等价

1. 对任意 R 的理想 I, J

IJ ⊆ p⇒I ⊆ p 或 J ⊆ p

2. 对任意 a, b ∈ R

ab ∈ p⇒a ∈ p 或 b ∈ p

3. 对任意 a, b ∈ R

a, b 6∈ p⇒ab 6∈ p

4. 商环 R/p 是整环

证明. 1 ⇒ 2. 由于 ab ∈ p,所以
abR = (aR)(bR) ⊆ p

由 1 得
aR ⊆ p 或者 bR ⊆ p

由于 R 是有 1 环,所以
r = r1 ∈ rR, ∀r ∈ R

从而
a ∈ p 或者 b ∈ p

2 ⇔ 3. 互为逆否命题．
3 ⇒ 4. 在商环 R/p 中,假设

a+ p 和 b+ p 不是零元,即
a 6∈ p, b 6∈ p

由 3 得 ab 6∈ p,从而
(a+ p)(b+ p) = (ab+ p)

在商环 R/p 中不是零元．因此 R/p 中没有零因子．
由于它已经是有 1 的交换环,现在又没有零因子,所
以 R/p 是整环．

4 ⇒ 1. 现在假设 R 的理想 I, J 满足
IJ ⊆ p

如果
I 6⊆ p, J 6⊆ p

则存在
a ∈ I\p, b ∈ J\p

从而
a+ p 和 b+ p 都不是 R/p 中零元

由 4,R/p 是整环,所以
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(a+ p)(b+ p) = (ab+ p)

也不是 R/p 中零元,即
ab 6∈ p

但是 ab ∈ IJ ⊆ p,与假设矛盾！

有了这个命题后,素理想的判定就简单多了,比如上
面 R = Z[x] 中由 x 生成的主理想,只要考虑环同态

ϕ : Z[x] −→ Z
f(x) 7→ f(0)

可以发现这是个环的满同态,同时

Kerϕ = {f(x) | f(0) = 0}

= {xg(x) | g(x) ∈ Z[x]} = (x)

由环同态基本定理
Z[x]/(x) ' Z

是整环,所以 (x) 是 Z[x] 的素理想．

推论 26.3 . 有 1 交换环 R 是整环当且仅当其
零理想是素理想．

证明. 由上面命题的 4 得到．

4

极大理想的判定

极大理想怎么判定呢 ? 跟素理想的判定相似
的,可以用相应的商环的判定．

命题 26.4 . 假设 m 6= R 是有 1 交换环 R 的
理想．那么 m 是极大理想当且仅当 R/m 是域．

证明. 由于 R/m 的理想与 R 中包含 m 的理想一一
对应,m 是极大理想说的是 R 中包含 m 的理想只有
m和 R,这等价于 R/m中的理想只有零理想和 R/m

本身．
定理的证明就由下面的命题来完成.

命题 26.5 . 一个有 1 交换环是域当且仅当它
没有非平凡的理想.

证明. 假设 S 是有 1 交换环,如果 S 是域,则 S 的
任意非零理想 I 都包含一个可逆元 a,但可逆元生成
的主理想是 S,所以

S = (a) ⊆ I ⊆ S

所以 I = S．S 没有非平凡的理想.

反过来,假设 S 没有非平凡理想．
对任意 S 中非零元 a,由其生成的主理想 (a) =

aS 是 S 的非零理想,由假设只能有
aS = S

从而存在 s ∈ S 使得
as = 1

因此 a 是 S 中的可逆元．这样 S 中所有非零元都
可逆,但它本身是有 1 交换的,所以 S 是域．

由此可见 Z 中,素数 p 生成的主理想
pZ

是极大理想,因为对应的商环 Z/pZ 是域．

5

极大理想 VS 素理想

由素理想和极大的判定,很容易发现

推论 26.6 . 一个有 1 交换环的极大理想也是
素理想

证明. 极大理想对应的商环是域,当然也是整环,所
以极大理想也是素理想．

6

素理想和极大理想的存在性

如果我们想得更多一点,希望愉快的讨论任意
有 1 交换环中的素理想的问题,有个无法回避的问
题是

素理想和极大理想在存在性 ?
由于极大理想也是素理想,只需要说明极大理想的
存在性就能说明素理想的存在性．
这方面很无奈,我们必须要在 Zorn 引理下进行

工作, Zorn 引理与选择公理等价．
简要的介绍下选择公理．
一个非空集合 X 上的二元关系 ⩽ 称为偏序,如

果它满足

1. x ⩽ x, ∀x ∈ X
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2. x ⩽ y, y ⩽ x ⇒ x = y

3. x ⩽ y, y ⩽ z ⇒ x ⩽ z

此时 (X,⩽) 称为偏序集.
比如环 R 的所有理想组成的集合在集合的包含

关系下组成偏序集．
偏序集中并不是所有的元素都能比较大小,最

简单的,比如 {1, 2} 的所有子集组成的集合,在包含
关系下, {1} 和 {2} 就互相没有包含关系,因此在包
含关系下无法比较．
偏序集 (X,⩽) 的非空子集 Y 称为全序子集,如

果任意 y1, y2 ∈ Y ,它们都能比较大小,即
y1 ⩽ y2 或者 y2 ⩽ y1

引理 26.7 Zorn 引理. 假设 (X,⩽)是偏序集
满足其任意全序子集 Y 都有上界,即存在 u ∈
X 使得

y ⩽ u, ∀y ∈ Y ,
则 X 中存在极大元,即存在 m ∈ X 使得

m ⩽ x ⇒ m = x

定理 26.8 . 有 1 交换环存在极大理想

证明. 假设 R 是有 1 交换环,考虑集合
X :={R 中不含 1 的理想}

显然 X 非空,因为零理想属于 X.
现假设 Y 为 X 全序子集,取 Y 中理想的并

J = ∪I∈Y I

我们断言 J 是 R 的理想且不含 1.
由于 Y 的所有 I 都不含 1,因此它们的并集也

不会含 1．另外,由于这些 I 都有吸收性质,所以 J

也有这个性质．实际上,对任意 a ∈ J, r ∈ R, 存在
I ∈ Y 使得

a ∈ I,从而 ra ∈ I ⊆ J .
最后假设 a, b ∈ J ,而存在 I, I ′ ∈ Y 使得

a ∈ I, b ∈ I ′

由于 Y 是全序子集,因此
I ⊆ I ′ 或者 I ′ ⊆ I

不妨设 I ⊆ I ′,因此
a, b ∈ I ′, 从而 a− b ∈ I ′ ⊆ J

因此 J 在加法下是 R 的子群,又满足吸收性质,从
而是 R 的理想．
现在 J 是 R 的理想又不含 1,因此

J ∈ X

显然 J 是 Y 的上界:
I ⊆ J, ∀I ∈ Y

由 Zorn 引理,X 存在极大元 m,即
m ⊆ I, I ∈ X⇒m = I

这实际上说的就是 m 是 R 的极大理想．我们来翻
译下, I 是 R 的理想

I ∈ X⇔1 6∈ I ⇔ I 6= R

如果 1 6∈ I,显然 R 6= I,反过来如果 R 6= I,那么 1

一定不属于 I,否则
R = (1) ⊆ I,造成 I = R, 矛盾！

这样上面的条件就变成：假设 I 是 R 的理想
m ⊆ I, I 6= R ⇒ m = I

即 m 是 R 的极大理想．

实际上,我们也可以利用 Zorn 引理直接证明素理想
的存在性,只需要考虑这样的子集

S ⊆ R, 0 6∈ S 且 S 关于乘法封闭
称为可乘子集, {1} 是一个特殊的可乘子集．将 Zorn
引理应用于

XS = {I ◁R | I ∩ S = ∅}
其中的极大元将是 R 的素理想．

7

总结

对一个有 1 交换环来说,素理想是它非常宝贵
的资源,所有素理想组成的集合蕴含了这个环丰富
的信息,它上面有一个拓扑空间的结构称为 Zariski
拓扑．感兴趣的读者可以自行扩展学习．
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27 唯一分解整环

本期导言

回想环论开始的地方,特别想知道像
Z[ξ], ξ 是单位根

这样的环是不是跟整数环和多项式环一样有唯
一分解的性质,这个性质最初用来研究费马大
定理等数论问题．
本期希望能搭一个理论的框架,讨论下唯

一分解性质怎样准确的描述,从哪些方向去寻
找这样的环．

1

整环中元素的分解

在 Z 中每一个非零非 ±1 的整数都可以分解成
不能再分解的整数 (素数) 的乘积,而且这种分解在
不计顺序和正负号的意义下是唯一的．

在 Q[x] 中,每一个正次数多项式 (非零非常数
多项式) 都可以分解成不可约多项式的乘积,并且这
种分解在不计顺序和相差非零常数倍的意义下是唯
一的．

现在给定一个整环 R(整环包含了我们感兴趣
的 C 的那些子环,如 Z[i] 等),我们期望的元素的分
解是什么呢 ?
给定 R 中的元素 a ∈ R,如果 b, c ∈ R 使得

a = bc

我们称 b 和 c 整除 a,记作
b | a, c | a

如果用理想的语言来描述就是

a ∈ bR = (b)

或者等价的

(a) = aR ⊆ bR = (b)

即 a 生成的主理想包含于 b 生成的主理想．

如果两个非零元 a 与 b 相互整除

a | b, b | a
则存在 c, d ∈ R 使得

a = bc, b = ad

从而

a = adc

由于 R 是整环而 a 6= 0,可消去 a,得到
1 = dc

也就是说 c, d 是 R 中互逆的两个元素,因此 a 与 b

的差距就是差一个可逆元素倍

a = bc, b = ad.
这就好像 Z 中的

3 = (−3)× (−1),−3 = 3× (−1)

或者 Q[x] 中的

2x− 2 = 2(x− 1), x− 1 = 1
2
(2x− 2)

一样,这种情况我们称 a 与 b相伴．

把 a 与 b 相互整除翻译成理想的语言就是

(a) ⊆ (b), (b) ⊆ (a)

即

(a) = (b)

上面这种

a = bc(其中 c 可逆)
的分解并不是“真的”把 a 分解了,此时

b = ac−1

a 与 b 的地位的对等的．

那怎样的分解才算是真的分解呢 ?
对一个 R 中的非零元 a,如果分解

a = bc

中 b 和 c 都不是可逆元 (还记得吗 ? 环中的可逆元
称为单位),那么 b 和 c 就称为 a 的真因子．

很显然可逆元没有真因子,但可逆元并不是我
们分解中关心的元素．

定义 27.1 . 整环 R 中,如果一个非零非单位
的元素 p 没有真因子,则称 p 为 R 中的不可约
元(irreducible element).

比如,Z 中的不可约元是素数,Q[x] 中的不可约元就
是 Q[x] 中的不可约多项式．

如果用理想的语言来说呢?

引理 27.2 . 假设 R 是整环,则有
1. a, b ∈ R 非零, b 是 a 的真因子当且仅
当

(a) ⊊ (b) ⊊ R.
2. p ∈ R 非零非单位, p 不可约当且仅当

(p) ⊊ (c) ⇒ (c) = R

此时称 (p) 为 R 的极大主理想．

证明. 1.⇒. 由假设存在分解
a = bc

其中 b, c 都不是单位,从而
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(b) ⊊ R

((b) = R 当且仅当 b 是单位)
由 b | a 得 (a) ⊆ (b)．
如果 (a) = (b),则 a 与 b 相伴,存在分解

a = bd,其中 d 为单位
从而 bc = bd,由于 a 6= 0,因此 b 6= 0,两边消去 b 得
c = d 为单位,与假设矛盾．因此

(a) ⊊ (b) ⊊ R

⇐. 反过来,如果
(a) ⊊ (b) ⊊ R

可得 a = bc,由于 (b) ⊊ R,所以 b 不是单位．如果 c

是单位,则 a 与 b 相伴,从而 (a) = (b),与假设矛盾！
所以 c 也不是单位．因此 b 是 a 的真因子．

2是1的直接推论．

注意,上面引理结论 2 中说的极大主理想指的是 (p)

与所有不等于 R 的主理想相比,它在包含关系下是
极大的．总结下

理想语言
b | a (a) ⊆ (b)

a 与 b 相伴 (a) = (b)

b 是 a 的真因子 (a) ⊊ (b) ⊊ R

非零非单位 p 不可约 (p) 为极大主理想

推论 27.3 . 假设 p, q 为整环 R 中不可约元．
如果 p | q 则 p 与 q 相伴.

证明. 由上表 (q) ⊆ (p),但 (q) 为极大主理想,又
(p) 6= R,所以 (q) = (p),即 p 与 q 相伴．

2

唯一分解整环

有了不可约元素后,我们就知道想要的环是什
么样子了,它就是

定义 27.4 . 一个整环 R 称为唯一分解环
(unique factorization domain,简记: UFD),如
果下面两条成立

1. 对任意非零非单位 a ∈ R 可以分解为
不可约元的乘积:

a = p1 · · · pm

2. 如果非零非单位的 a ∈ R 有两种方式
分解成不可约元的乘积:

a = p1 · · · pm = q1 · · · qn
则 m = n 且适当调整顺序后有

pi 与 qi 相伴, i = 1, · · · , n

按照这个定义,对于 Z 和 Q[x],我们在初等数论或者
高等代数中证明过它们是唯一分解环．
证明的关键是第 2 条分解的唯一性,大家还记

得证明的关键点是哪里么 ? 回顾下,比如 Z 中有两
种素分解

p1 · · · pm = q1 · · · qn
则有

pm | q1 · · · qn
从而必然整除右边乘积中的某一项！不妨设

pm | qn
这样 pm 与 qn 相伴 (由推论27.3),上面的分解两边
消去 pm 可得

p1 · · · pm−1 = cq1 · · · qn−1

其中 c 是 Z 中的可逆元,现在两边的不可约元的个
数都减少了一个,剩下的就交给数学归纳法去解决
了．
大家也许发现了,素数有个性质

p | ab ⇒ p | a 或 p | b
正是这个性质决定了上面分解的唯一性．
那不可约元是不是都有这个性质呢 ?
不一定,比如在 Z[

√
−3] 中,可以证明 2 是不可

约元,并且
4 = 2× 2 = (1 +

√
−3)(1−

√
−3)

所以
2 | (1 +

√
−3)(1−

√
−3)

但 2 ∤ 1±
√
−3!

实际上, 1±
√
−3 也是 Z[

√
−3] 中的不可约元．

而 Z[
√
−3] 中的单位只有

±1

所以 2 与 1±
√
−3 并不相伴,所以 4 在 Z[

√
−3] 中分

解并不唯一,因此 Z[
√
−3] 并不是唯一分解环,咎其

原因,正是因为它的不可约元并不具有像上面素数
那样的性质．

定义 27.5 . 整环 R 中的非零非单位 p 称为一
个素元(prime element),如果

p | ab ⇒ p | a 或 p | b
换成理想的语言则是

ab ∈ (p) ⇒ a ∈ (p) 或 b ∈ (p)
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即 (p) 是 R 的素理想．

3

素元 VS 不可约元

如果 p 是素元,它显然不可能有真因子,从而是
不可约元．否则假设

p = bc

其中 b, c 都不是单位,则
p | b 或 p | c

不妨设 p | b,则 b = pd,从而
p = pdc

两边消去 p 得 1 = bc,所以 c 是单位,与假设矛盾！
所以 p 是不可约元．即

素元一定是不可约元！

4

唯一分解的关键: 不可约 = 素元

如果 R 中所有不可约元都是素元,假设
p1 · · · pm = q1 · · · qn

是两种不可约元的乘积,跟 Z 中的证明一样,可以证
明 m = n 且调整顺序后有

pi 与 qi 相伴, i = 1, · · ·n
详细的证明大家可以作为练习．

另一方面,唯一分解环中的不可约元也一定是
素元．

引理 27.6 . 假设 p 为唯一分解环 R 中的不可
约元,则 p 为素元.

证明. 假设 p | ab,则 ab = pc.
将 a, b, c 分别分解成不可约元的乘积

a = p1 · · · ps
b = q1 · · · qr
c = v1 · · · vt

则

p1 · · · psq1 · · · qr = pv1 · · · vt
由唯一分解性, p 必然和某个 pi 或者 qj 相伴,从而
有 p | a 或 p | b.

总结起来

定理 27.7 . 一个整环 R 是唯一分解整环当且
仅当下面两条成立:

1. 对任意非零非单位 a ∈ R 可以分解为
不可约元的乘积:

a = p1 · · · pm
2. R 中的不可约元都是素元.

这是我们寻找唯一分解环的方向:
努力找不可约元都是素元的整环

5

小结

最后把上面的表格补充下

理想语言
b | a (a) ⊆ (b)

a 与 b 相伴 (a) = (b)

b 是 a 的真因子 (a) ⊊ (b) ⊊ R

非零非单位 p 不可约 (p) 为极大主理想
非零非单位 p 为素元 (p) 为素理想

唯一分解环的第一个条件我们还没有转化成理想的
语言,这个留到下期来处理！
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28 主理想整环与欧氏环

本期导言

上期建立了唯一分解环的理论框架

定理 28.1 . 一个整环 R 是唯一分解
环,当且仅当下面两条成立

1. 任意非零非单位的元素都可以分
解成有限个不可约元的乘积．

2. 所有的不可约元都是素元．

本期利用这个定理寻找唯一分解环．

1

发挥理想语言的威力

回顾下上期最后的表格,在整环 R 中

理想语言
b | a (a) ⊆ (b)

a 与 b 相伴 (a) = (b)

b 是 a 的真因子 (a) ⊊ (b) ⊊ R

非零非单位 p 不可约 (p) 为极大主理想
非零非单位 p 为素元 (p) 为素理想

从这个表格中,我们清楚的看到,一个非零非单
位的元素 a 是不可约元当且仅当其生成的主理想
(a) 是极大主理想,为素元当且仅当 (a) 素理想.
这样定理28.1条件 2 用理想的语言就是

所有极大主理想都是素理想
那条件 1 能解释成理想的语言么 ?
想像下一个非零非单位的元素不能写成有限个

不可约元素的乘积是个什么状况 ?
假设 a 是这样的元素,首先 a 一定是可约的,也

就是存在真因子,即存在分解
a = a1b1

使得 a1 和 b1 都不是单位,并且 a1 和 b1 中至少有
一个不能分解成有限个不可约元素的乘积 (如果都
可以的话,那么 a 也可以),不妨设 a1 不能写成有限
个不可约元的乘积．
由于 a1 是 a 的真因子,由上表得

(a) ⊊ (a1) ⊊ R

现在 a1 也不能写成有限个不可约元的乘积,由上面
的过程, a1 存在真因子 a2 也不能写成有限个不可约
元的乘积,从而

(a) ⊊ (a1) ⊊ (a2) ⊊ R

这个过程可以无限的做下去,最后得到一个无限的
升链

(a) ⊊ (a1) ⊊ (a2) ⊊ · · · ⊊ R

总结下

如果 R中存在元素 a不能分解为有限个不可约
元素乘积,那么存在无限上升的主理想链

(a) ⊊ (a1) ⊊ (a2) ⊊ · · ·

把这个结论做下逆否命题,就得到

命题 28.2 . 假设整环 R 中不存在无限上升的
主理想链

(a) ⊊ (a1) ⊊ (a2) ⊊ · · ·
则 R中的所有非零非单位都可以分解为有限个
不可约元的乘积．

只看这个命题的话,感觉很难想像主理想的升链能
够元素的分解产生这么强的联系,这就是用理想的
语言产生的强大力量！

2

主理想整环

上一小节,我们为定理28.1条件 2 找到了个充要
条件

所有极大主理想都是素理想

找到了定理28.1条件 1 的充分条件
不存在无限上升的主理想链

现在我们就朝着这两个方向努力！

最简单的想法是：

如果 R 的理想都是主理想会怎样 ?
回顾: 极大主理想,就是满足条件

(a) ⊊ (b)⇒(b) = R

的理想 (a). 既然现在所有的理想都是主理想,这个
条件就变成了: 对任意理想 I

(a) ⊊ I⇒I = R.
这分明说的是

(a) 是极大理想！

从而也必然是素理想！
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也就是说如果 R 的所有理想都是主理想的
话,那么所有的极大主理想都是极大理想,从而都是
素理想！这样 R 的所有不可约元都是素元！
这样的环是很好的唯一分解环的候选对象,我

们称之为
主理想整环(principal ideal domain)

简称: PID.
现在 PID 满足定理28.1条件 2 了,要成为唯一

分解环,只需要再满足条件 1．
是否满足呢 ?
我们可以利用条件 1 的充分条件,看看 R 中是

否存在无限上升的主理想链．
反证法！假设

(a0) ⊊ (a1) ⊊ · · ·
为 R 中无限上升的主理想链,取

I = ∪i⩾0(ai)

由于这些 (ai) 在包含关系下是全序,上次利用 Zorn
引理证明极大理想的存在性时,我们已经证明过,这
些理想的并依然还是 R 的理想,即 I 依然是 R 的理
想．
但 R 所有理想都是主理想,这意味着

存在 b ∈ R 使得 I = (b)

这样就有
b ∈ I = ∪i⩾0(ai)

所以存在 n 使得 b ∈ (an),从而
I = (b) ⊆ (an) ⊊ (an+1) ⊆ I

得到矛盾！
所以定理28.1的条件 1 也满足,这样就证明了下

面这个定理.

定理 28.3 . 主理想整环是唯一分解环.

跑到这里,我才想起来,有没有环的理想都是主理想
呢 ?
别慌！前面我们已经看到过,Z 的所有理想都是

主理想．

3

更多主理想整环

实际上,除了 Z 以外,任意域 K 上的一元多项
式环 K[x] 也是主理想整环．
假设 I 是 K[x] 的非零理想,而 f(x) 为 I 中次

数最低的非零多项式,我们断言：

I = (f(x)) 是由 f(x) 生成的主理想

实际上,对任意 I 中的多项式 g(x),根据带余除法,存
在 q(x), r(x) ∈ K[x] 使得

g(x) = q(x)f(x) + r(x)

其中 r(x) = 0 或者

r(x) 6= 0, deg r(x) < deg f(x).
由于

r(x) = g(x)− q(x)f(x) ∈ I

而 f(x) 是 I 中次数最低非零多项式,因此
r(x) = 0,否则 r(x) 是 I 中次数更低的

即: g(x) = q(x)f(x) ∈ (f(x)).
所以

I ⊆ (f(x)) ⊆ I

从而 I = (f(x)) 是由 (x) 生成的主理想．

这样我们就证明了

定理 28.4 . 域上的一元多项式环是主理想整
环．

4

欧氏环

实际上,整数环 Z 和域上一元多项式环 K[x] 上
都有带余除法,只不过一个的余数是用绝对值来控
制,一个是用多项式的次数来控制．
从上面的证明可以看出,带余除法就决定了这

个环是主理想整环．

我们称整环 R 上有“带余除法”,如果存在
N : R\{0}−→N+

使得 ∀a, b ∈ R, b 6= 0,存在 q, r ∈ R 使得

a = qb+ r,满足
r = 0 或者 r 6= 0, N(r) < N(b).

有带余除法的环称为

欧氏环(Euclidean Domain)
在 Z 中,映射 N = | · | (取绝对值),而在域上的一元
多项式环中 N = deg.
与上面 K[x] 的情况几乎一样,有下面定理

定理 28.5 . 欧氏环都是主理想整环．

关于欧氏环的例子,由于大多数课本都举的是
高斯整环 Z[i] 的例子,咱们这里举一个稍微不一样
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的

Z[ω], ω = −1

2
+

√
3

2
i

ω 是三次单位根,满足
1 + ω + ω2 = 0, 即: ω2 = −1− ω

因此 Z[ω] 中元素都形如
a+ bω, a, b ∈ Z

现在定义
N : Q[ω]−→Q⩾0

x+ yω 7→|x+ yω|2 = x2 + xy + y2

将 N 限制到 Z[ω] 上得到
N : Z[ω]\{0} −→ N+

a+ bω 7→ a2 + ab+ b2

由于 N 是取模长的平方,因此
N(αβ) = N(α)N(β), ∀α, β ∈ Z[ω]

如果 β 6= 0,我们需要寻找 q ∈ Z[ω] 使得
r = α− qβ

要么为零,要么 N(r) < N(β)．如果 r 6= 0,这等价于
证明

N(α/β − q) = N(r/β) < 1

现在
α/β = αβ̄/|β|2 ∈ Q[ω]

因此存在 x, y ∈ Q 使得
α/β = x+ yω

取 a, b ∈ Z 使得
|a− x| ⩽ 1

2
, |b− y| ⩽ 1

2

令
q = a+ bω

则有

N(α/β − q) = N((x− a) + (y − b)ω)

= (x− a)2 + (x− a)(y − b) + (y − b)2

⩽ 3

2
(x− a)2 +

3

2
(y − b)2

⩽ 3

4
< 1

这样我们就找到了满足条件的 q:
α = qβ + r

使得
N(r) < N(β)

所以 Z[ω] 是欧氏环,是主理想环,进而是唯一分解
环．

29 Gauss 引理

本期导言

我们已经知道
{欧氏环}⊆{主理想整环}⊆{唯一分解环}

但像 Z[x] 这样的环并不是主理想整环,那它是
不是唯一分解环呢 ?
答案是肯定的！实际上

定理 29.1 . 如果 R 是唯一分解环,那么
R[x] 也是．

1

Z[x] 的唯一分解性

√
2

关于 Z[x] 的唯一分解性,我们在高等代数里面已经
见过了．还记得么 ?

命题 29.2 . 假设非零多项式 f(x) ∈ Z[x] 在
Q[x] 中存在分解

f(x) = g(x)h(x)

那么 f(x) 在 Z[x] 中存在分解
f(x) = g1(x)h1(x),且

g(x) 与 g1(x) 在 Q[x] 中相伴
h(x) 与 h1(x) 在 Q[x] 中相伴

这个命题的一个推论是:

多项式 f(x) 在 Z[x] 中不可约,则其在 Q[x] 中
也不可约!

现在将 f(x) 在 Z[x] 中分解成不可约多项式的
乘积,如果有两种不同的分解

f(x) = ap1(x) · · · pm(x)

f(x) = bq1(x) · · · qn(x)

其中 a, b 是非零整数,而
pi(x), qj(x), 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ n

为 Z[x] 中不可约多项式,这些多项式在 Q[x] 中依然
是不可约的,由于 Q[x] 是主理想整环,从而是唯一分
解环,因此
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m = n,且适当调整顺序后有
pi(x) 与 qi(x) 在 Q[x] 中相伴, 1 ⩽ i ⩽ m

需要注意的是,这些不可约多项式必为本原多项式
(所有系数的最大因子是 1),再次利用上面的命题,很
容易发现

pi(x) 与 qi(x) 在 Z[x] 中相伴, 1 ⩽ i ⩽ m

所以
pi(x) = ±qi(x), 1 ⩽ i ⩽ m

从而 a = ±b,这样,在不计正负号的情况下, a, b 在 Z
中有同样的素分解,从而 f(x) 在 Z[x] 中是唯一分解
的．
由于次数和首项系数绝对值的限制,显然 Z[x]

中任意元素都能分解成若干个不可约元的乘积．
结合上面说的唯一分解性质可得 Z[x] 是唯一分

解环！

2

整环的商域

现在把 Z 换成任意唯一分解环,上面的证明是
否依然成立 ?
在 Z[x] 的情形,至关重要的一点是,我们转化成

了 Q[x]中的问题,那对一般的唯一分解环 R,我不禁
要问：

Q 将安出 ?
也就是说,是否可以找到一个域 K,使得其与 R的关
系就恰似 Q 与 Z 的关系,什么关系呢 ?

Q 中的元素都是
m

n
的形式

其中 m,n ∈ Z 且 n 6= 0,也就是说
Q = {mn−1 | m,n ∈ Z, n 6= 0}

我们需要寻找的域 K 就应该是这样的一个域:

R 是 K 的子环,有相同的乘法单位元,且
K = {ab−1 | a, b ∈ R, b 6= 0}

那这样的域是否存在呢 ?
幸运的是,我们可以通过暴力方法构造出这样

一个域出来,方法如下：
考虑笛卡尔乘积

R×R∗ := {(a, b) | a, b ∈ R, b 6= 0}
上的等价关系

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad = bc

并把所有对应的等价类记为
[a
b
]

令 K 为所有这些等价类构成的集合

K := {[a
b
] | (a, b) ∈ R×R∗}

在 K 上定义加法和乘法:

[
a

b
] + [

c

d
] : = [

ad+ bc

bd
]

[
a

b
] · [ c

d
] : = [

ac

bd
]

(需要验证定义的加法和乘法是良定义的!)

可以验证 K 在所定义的加法和乘法下构成
环,且

零元为 [ 0
1
],乘法单位元为 [ 1

1
]

对每个非零元 [a
b
],即

[a
b
] 6= [ 0

1
]

也就是 a 6= b · 0 = 0,其逆元为

[ b
a
]

所以 K 是一个域．同时 R 可以通过映射

R −→ K

a 7→ [a
b
]

将 R 看作 K 的子环,如果您没有强迫症,可以认为
R 就是 K 的子环,这样满足条件的域 K 就找到了．
(如果有强迫症,可以去看看那个恶心的挖补定理)

满足上面条件的域是唯一的么 ?

实际上,如果还有一个域 F 也满足

R是F的子域

F = {ab−1 | a, b ∈ R×R∗}

很容易发现,我们可以定义

K −→ F

[a
b
] 7→ ab−1

(验证这个映射是良定义的！且保持加法和乘法．)

这样我们得到从 K 到 F 的环满同态,其 Kernel
是 K 的理想,只能是 {0} 和 K 自己．

这个环同态显然不是零,因此其 Kernel 不是
K,只能是零,从而为单同态．

因此它实际上是 K 到 F 的同构．

所以满足上述条件的域K 实际上在同构意义下
是唯一的,我们称之为 R的一个商域(quotient field).

显然 Q 是 Z 的一个商域．

注: 定义商域的过程中,实际上只需要 R 是整
环即可．
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3

唯一分解环上的 Gauss 引理

有了商域,我们就可以把 Z[x] 中的 Gauss 引理
“山寨”到 R[x] 上,其中 R 是任意唯一分解环．

定义 29.3 . 假设 R 是唯一分解环,如果
f(x) ∈ R[x] 的所有系数在 R 中互素 (最大公
因子是单位),则称 f(x) 为 R[x] 中的本原多项
式(primitive polynomial).

引理 29.4 Gauss 引理. 假设 R 为唯一分解
环,那么 R[x] 中两个本原多项式的乘积依然是
本原多项式．

证明. 假设
f(x), g(x) ∈ R[x]

都是本原多项式．

如果 f(x)g(x) 不是本原多项式,那么存在 R 中
的不可约元 p,使得 p 整除 f(x)g(x) 所有的系数．

记 R := R/(p) 并考虑环同态

π : R −→ R

r 7→ r + (p)

它诱导环同态

R[x] −→ R[x]

h(x) 7→ h(x)

其中 h(x) 的系数为 h(x) 对应的系数在 π 下的像．

令 h(x) = f(x)g(x),由定义可得
h(x) = 0 是零多项式

由于 f(x) 和 g(x) 都是本原多项式,因此 p 不可能
整除 f(x) 或 g(x) 的所有系数,也就是说

f(x) 6= 0, g(x) 6= 0

由于 R[x] −→ R[x] 是环同态,因此
f(x)g(x) = h(x)

也就是说在 R[x] 中,两个非零多项式的乘积居然可
能是零多项式．下面我们将用事实打脸！

由于 p为 R中不可约元,而 R是唯一分解环,因
此 p 是 R 中素元,从而 (p) 为 R 的素理想,进一步
得到 R 是整环．

R 是整环可以推出 R[x] 也是整环,因此
f(x)g(x) 6= 0

产生矛盾！

有了 Gauss 引理,就可以着手“山寨”命
题29.2

命题 29.5 . 假设 R 是唯一分解环,而 K 是 R

的一个商域．如果非零多项式 f(x) ∈ R[x] 在
K[x] 中存在分解

f(x) = g(x)h(x)

那么 f(x) 在 R[x] 中存在分解
f(x) = g1(x)h1(x),且

g(x) 与 g1(x) 在 K[x] 中相伴
h(x) 与 h1(x) 在 K[x] 中相伴

证明. 这个证明跟高等代数里的证明差不多,实际上
是个体力劳动．
首先存在非零元 r, s ∈ R 互素且

f(x) = rs−1g0(x)h0(x)

其中 g0(x), h0(x) 为 R[x] 中的本原多项式．实际上
由于

K = {ab−1 | a, b ∈ R, b 6= 0}
因此存在 0 6= b1, b2 ∈ R 使得

b1g(x) 和 b2h(x) 都属于 R[x]

再把它们的系数的最大公因子提出来,分别记为 a1

和 a2,则
g0(x) : = a−1

1 b1g(x)

h0(x) : = a−1
2 b2h(x)

为 R[x] 中本原多项式且
f(x) = (a1a2)(b1b2)

−1g0(x)h0(x)

最后消去 a1a2 与 b1b2 的最大公因子得
rs−1 = (a1a2)(b1b2)

−1 且 r, s 互素
现在

sf(x) = rg0(x)h0(x)

因此 s 整除右边多项式所有的系数,由于 s 与 r 互
素,由唯一分解环的性质, s 整除 g0(x)h0(x) 的所有
系数．
由 Gauss 引理 g0(x)h0(x) 依然是本原多项

式,所有系数的最大公因子是单位,因此 s 只能是 R

中单位 (即可逆元)．所以,实际上
rs−1 ∈ R,令

g1(x) = rs−1g0(x), h1(x) = h0(x)

命题得证．

推论 29.6 . 假设 R 是唯一分解环,而 K 是它
的商域．f(x) ∈ R[x] 为正次数多项式,那么

1. f(x) 在 R[x] 中不可约,则其在 K[x]

中亦不可约．
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2. 如果 R[x] 中两个不可约多项式
p(x), q(x) 在 K[x] 中相伴,那么它们在
R[x] 中亦相伴．

证明. 第一个结论可由上面的命题立即得到．
第二个结论中,由于 p(x), q(x) 不可约,至少它

们都是本原多项式 (不然可分解成一个 R 中的非单
位与一个本原多项式的乘积)．
现在 p(x) 与 q(x) 在 K[x] 中相伴,因此存在 R

中互素的两个元素 r, s 使得
p(x) = s−1rq(x),从而

sp(x) = rq(x)

由命题29.5证明中同样的方法可证 r, s 都是 R 中单
位,因此

p(x) 与 q(x) 在 R[x] 中相伴

跟本期第 1 小节的证明一样可得定理29.1:

定理 29.7 定理29.1. 如果 R 是唯一分解
环,那么 R[x] 也是唯一分解环．

推论 29.8 . 如果 R 是唯一分解环,那么它上
的多元多项式环

R[x1, · · · , xn]

也是唯一分解环．

上面的定理和推论告诉我们一个事实:
有许多唯一分解环并不是主理想整环

30 唯一分解性的进一步例子

本期导言

我们前面学过 Z[
√
−1] 和 Z[

√
−2] 都是欧氏

环．本期我们来讨论下 Z[
√
−D] 的情况,其中 D

为正整数．这实际上跟一个经典的初等数论问
题相关：

问题 9 . 一个素数 p 何时能分解为 x2 +

Dy2 的形式 ? 其中 x, y 为整数.

D = 1 的情形就是所谓的费马二平方定理．

1

唯一分解性和素数的分解

先来讨论上面那个数论问题,假设 D 为正整
数,如果一个素数 p 可以分解为

p = x2 +Dy2

两边模 p 可以发现,x 和 y 都不能被 p 整除．因此
在有限域 Zp 中,x 和 y 都非零,从而可逆. 下面等式
在 Zp 中成立

(
x

y
)2 = −D

从而 −D 在 Zp 中存在平方根．
我们将证明下面这个有趣的定理．

定理 30.1 . 假设 D 为正整数且 Z[
√
−D] 是唯

一分解整环．那么素数 p 存在分解
p = x2 +Dy2, x, y ∈ Z

当且仅当 −D 在 Zp 中有平方根．

证明. 上面我们已经证明了必要性．这里只需要再证
明充分性．假设 −D 在 Zp 中有平方根,即存在整数
m 使得

m2 +D ≡ 0 (mod p)

即存在整数 n,使得
m2 +D = pn

在 Z[
√
−D] 中有

(m+
√
−D)(m+

√
−D) = pn

我们断言 p 在环 Z[
√
−D] 一定是可约的．否则,由于

Z[
√
−D] 是唯一分解环,不可约元也是素元,而 p 不

可约将导致其为素元,必整除
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m±
√
−D

之一,即存在整数 a, b,使得

p(a+ b
√
−D) = m±

√
−D

从而 pb = ±1,产生矛盾．

因此 p 在 Z[
√
−D] 中可约,存在真分解,即

p = (a+ b
√
−D)(c+ d

√
−D)

且右边两个因子都不是 Z[
√
−D] 中的单位 (可逆元)．

两边在 C 中取模长平方得

p2 = (a2 +Db2)(c2 +Dd2)

等式右边为两个正整数的乘积．要么它们都是 p,要
么一个为 p2,另一个为 1.

但在环 Z[
√
−D] 中,如果一个元素 z 的模长平

方为 1,其共轭复数 z 也在 Z[
√
−D]中,且 zz = 1,从

而 z 在环 Z[
√
−D] 中可逆,为其中的单位．

因此在我们前面的假设下

(a2 +Db2) 和 (c2 +Dd2)

都不等于 1(否则为 Z[
√
−D]中单位,与假设矛盾)．因

此

a2 +Db2 = p

需要指出的是,由上面的证明可得

p = (a+ b
√
−D)(a− b

√
−D)

从而 c = a, d = −b. 另外, a ± b
√
−D 实际上还是

Z[
√
−D] 中的不可约元．因此分解

p = (a+ b
√
−D)(a− b

√
−D)

是由 p 唯一确定的．

那为什么 a ± b
√
−D 为 Z[

√
−D] 中的不可约元

呢 ? 实际上 Z[
√
−D] 中任意模长平方为素数的元素

z 都是不可约的．如果 z 有分解

z = z1z2

那么

|z|2 = |z1|2|z2|2

由于 |z1|2, |z2|2 都是整数,而 |z|2 是素数,因此

|z1|2 = 1 或 |z2|2 = 1

不妨设 |z1|2 = 1, 则

z1z1 = |z1|2 = 1

从而 z1 在 Z[
√
−D] 中可逆,为单位．这说明 z 没有

真分解, 从而不可约．

2

真的是唯一分解环么 ?

定理30.1成立的前提条件是
Z[
√
−D]

是唯一分解整环,但问题是它是么 ? 我们之前已经
知道当 D = 3 时,它不是唯一分解整环呀．对其他
的整数呢 ? 会不会大多数情况下都不是唯一分解整
环呢 ? 如果是这样的话,大家可能会对定理30.1很失
望. 但塞翁失马,焉知非福,利用定理30.1反而可以让
我们轻松说明

推论 30.2 . 对于 D ⩾ 3, Z[
√
−D] 不是唯一分

解整环．

证明. 假设 Z[
√
−D]是唯一分解整环．由定理30.1,任

意素数 p 存在分解
p = x2 +Dy2, x, y ∈ Z

当且仅当 −D 在 Zp 中有平方根．我们取 p = 2, 由
于 Z2 中的两个元素 0, 1 都有平方根,由定理30.1,存
在分解

2 = x2 +Dy2, x, y ∈ Z
当 D ⩾ 3时,这显然是不可能的．因此,当 D ⩾ 3时,
Z[
√
−D] 不是唯一分解整环．

3

费马二平方定理

当 D = 1 时,定理30.1说明一个素数 p 能写成
两个整数的平方和当且仅当 −1 在 Zp 中有平方根．
由于 2 = 12 + 12 总是成立,我们只考虑 p 为奇素数
的情况,此时 Zp 中 −1 6= 1, −1 有平方根等价于乘
法群 Z∗

p 中存在 4 阶元. 由于 Z∗
p 是循环群,这进一

步等价于 p− 1 被 4 整除, 即
p ≡ 1 (mod 4)

推论 30.3 . 奇素数 p 可以分解为两个整数的
平方和当且仅当

p ≡ 1 (mod 4)

不计符号和顺序,分解是唯一的．
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31 主理想整环的进一步例子

本期导言

今天在讲域的单扩张时,需要用到主理想
整环的一个性质

所有的非零素理想都是极大理想
想起来主理想整环其实有两个很有意思的刻画
方式:

定理 31.1 . 一个整环 R 是主理想整
环,当且仅当,R 的所有素理想都是主理想．

定理 31.2 . 一个唯一分解整环 R 是主理
想整环,当且仅当,R 的所有非零素理想都
是极大理想．

这一期我们就来讲讲这两个定理．

1

代数单扩张与主理想整环

讲到代数元的单扩张时,有下面这个事情发生．
假设 α 是域 K 上的代数元,那么

K[α] = K(α) ∼= K[x]/(p(x))

其中 p(x)为 α 在 K 上的极小多项式．原因是,考虑
环同态

π : K[x] −→ K[α], f(x) 7→ f(α)

因为 α 为 K 上代数元,此时 Kerπ 非零．由环同态
基本定理

K[x]/Kerπ ∼= K[α]

由于 K[α] 是域 K(α) 的子环,没有零因子,所以
Kerπ 是 K[x] 的非零素理想．但 K[x] 是主理想
整环, Kerπ = (p(x)) 为主理想．此时 p(x) 为 K[x]

的素元,从而是 K[x] 中不可约元．根据不可约元的
理想描述, (p(x)) 为 K[x] 的极大主理想．再次利用
K[x] 为主理想整环,所有的极大主理想自动升级为
极大理想,因此 Kerπ 是 K[x] 的极大理想．
由这个过程,大家很容易发现下面这个事实．

命题 31.3 . 主理想整环的非零素理想都是极
大理想．

2

定理31.1的证明

实际上,要想让一个整环变成主理想整环,只需
要要求其所有的素理想都是主理想就够了 (放过其
他理想),也就是我们开篇说的定理31.1．
下面我们给出证明．

定理31.1的证明. 只需要证明充分性,现在假设 R

的素理想都是主理想．

令 X 为 R 所有非主理想构成的集合．我们断
言 X 是空集．否则,可在 X 中利用 Zorn 引理．假
设 Y 为 X 的全序子集,跟咱们讨论素理想的存在性
时一样,Y 中所有理想的并集

I =
⋃

Y ∈Y Y

也是 R 的理想．如果 I = (a) 为主理想,则存在
Y ∈ Y 使得 a ∈ Y , 从而 I ⊆ Y ⊆ I. 所以 I = Y

不是主理想,与假设矛盾．因此 I 并不是主理想,即
I ∈ X . 显然 I 包含 Y 中的所有理想,为 Y 在 X 中
的一个上界．由 Zorn 引理,X 中存在极大元 a.
由于 R 的素理想都是主理想,而 a 不是主理

想,因此 a 不是素理想,存在 x, y /∈ a 使得 xy ∈ a.
此时理想 I := (a, x) 严格包含 a. 由 a 的极大

性, I 不属于 X , 也就是说 I 是主理想,假设 I = (α).
现考虑理想

J = {r ∈ R | rI ⊆ a}
则有 a ⊆ J, y ∈ J , 从而 (a, y) ⊆ J 再次利用 a 的极
大性可知 J 为主理想,不妨设 J = (β). 根据 J 的定
义有

JI ⊆ a

另外,对任意 u ∈ a, 有 u ∈ (α), 所以存在 v ∈ R 使
得

u = vα

这同时说明 v ∈ J , 所以 u ∈ JI. 这就证明了 a =

JI = (αβ), 与 a 不是主理想矛盾．

因此 X 为空集,R 的所有理想均为主理想．
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3

定理31.2的证明

同样的我们只需要证明充分性．也就是说现在
R 是唯一分解整环,且每个非零素理想都是极大理
想,我们需要证明 R 是主理想整环．

定理31.2充分性. 由定理31.1, 我们只需要证明所有
的素理想都是主理想．首先 0 理想当然是主理想,现
假设 p 为非零素理想．取 p 中非零元 r, 显然 r 不
可逆 (否则 p = R). 由于 R 是唯一分解整环,因此 r

可以分解为不可约元素的乘积：
r = p1p2 · · · pn

由于 p 是素理想,这导致存在某个 pi ∈ p. 从而
(pi) ⊆ p

现在 pi 是不可约元,由于 R 是唯一分解整环,因此
pi 也是 R 是素元,也就是说主理想 (pi) 是非零素理
想,根据假设, (pi) 为极大理想,从而

(pi) = p

因此 p 为主理想．

32 Z[ξ]: 主理想整环但非欧氏环

本期前言

我们很多《近世代数》的教科书上说明主
理想整环不一定是欧氏环都用的是下面这个例
子：令

ξ =
1 +

√
−19

2

然后说环 Z[ξ] 是主理想整环,但不是欧氏环．
本期我们就来证明这个结论．

1

Z[ξ] 的基本性质

通过直接计算可得下列性质:

• ξ · ξ = 5

• ξ2 = ξ − 5

• ξ = 1− ξ

• 对实数 a, b, |a+ bξ|2 = a2 + 5b2 + ab

根据这几个特点,可以发现

Z[ξ] 的单位 (可逆元) 只有 ±1

实际上,如果
a+ bξ, a, b ∈ Z

是单位,那么存在整数 c, d,使得
1 = (a+ bξ)(c+ dξ)

两边取模长平方可得

1 = (a2 + 5b2 + ab)(c2 + 5d2 + cd)

这导致 b = d = 0, a = c = ±1.
另外,类似的分析可得

2, 3 在 Z[ξ] 中不可约

如若不然,有整数 a, b, c, d,使得
2 或 3 = (a+ bξ)(c+ dξ)

且

a+ bξ 6= ±1

c+ dξ 6= ±1

同样两边取模长平方可得

(a2 + 5b2 + ab)(c2 + 5d2 + cd) = 4 或 9
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如果 b 或者 d 不为零,左边的两个因数都大于 4,
不可能是 4 或者 9 的因数,因此 b = d = 0,从而
2 = ac, 其中 a 和 c 之一必为 ±1, 从而 a+ bξ = ±1

或者 c+ dξ = ±1, 产生矛盾！

2

Z[ξ] 不是欧氏环

定理 32.1 . Z[ξ] 不是欧氏环

证明. 用反证法,假设 Z[ξ] 是欧氏环,而

d : Z[ξ] −→ N

是相应的映射使得,对任意 a, b ∈ Z[ξ] 且 b 6= 0, 存
在 q ∈ Z[ξ] 使得

a = qb+ r

满足 r = 0 或者 r 6= 0 但 d(r) < d(b).

取 m为 Z[ξ]中非零非单位,使得 d(m)最小．注
意到 Z[ξ] 中的单位只有 ±1, 因此 d(m) 最小的含义
是:

d(m) ⩽ d(a), 对任意 0,±1 6= a ∈ Z[ξ]

考虑带余除法

2 = qm+ r

由 d(m) 的最小性可得 r 只能是 0,±1.

如果 r = 0, 则 m | 2, 由于 m 不是单位, 2 不可
约,这导致 2 = mu, 其中 u 是 Z[ξ] 中的单位,从而
m = ±2.

如果 r = −1, 可得 m | 3, 可得 m = ±3.

r = 1 不可能发生,因此这会导致 m | 1, 从而 m

是单位,跟假设矛盾．

因此 m = ±2,±3. 最后考虑带余除法

ξ = qm+ r

其中 r = 0 或者 r 6= 0 但 d(r) < d(m), 从而 r 也只
能是 0,±1. 逐个验证所有可能性可发现

q = ξ−r
m

都不属于 Z[ξ],因此这个带余除法不成立,产生矛盾！

3

Z[ξ] 是主理想整环

我们需要证明 Z[ξ] 的非零理想都是由一个元素
生成的．
在这一小节,为了记号方便,我们记

R = Z[ξ]
主要的想法是这样的：

对任意 R 的非零理想 I, 取 I 中模长 (平方) 最
小的非零元b, 然后证明 I = bR 是由 b 生成的
主理想．
证明也是用反证法,假设 I 6= bR. 我们努

力寻找 a ∈ I\bR 和 p, q ∈ R, 使得
0 6= |ap− bq| < |b|

或者等价的
0 6= |a

b
· p− q| < 1

ap− bq ∈ I 非零,但模长小于 |b|, 产生矛盾！

证明中需要用到一个基本的事实,复数
z = x+ yi, |y| <

√
3
2

则存在整数 m 使得
|z −m| < 1

实际上,这是显而易见的,选取整数 m 使得
|m− x| ⩽ 1

2

则有
|z −m|2 = (m− x)2 + y2 < 1

4
+ 3

4
= 1

定理 32.2 . R = Z[ξ] 是主理想整环．

证明. 令 I 为 R 是非零理想,而 b ∈ I 是 I 中模长
最小的非零元, 并假设 I 6= bR. 我们将证明存在

a ∈ I\bR, p, q ∈ R

使得
0 6= |a

b
· p− q| < 1

从而有
0 6= |ap− bq| < |b|

但 ap− bq ∈ I,这与 |b| 的最小性矛盾．
先任取 a ∈ I\bR, 则

a/b ∈ Q[ξ]

由于 ξ 的虚部是
√
19/2, 通过移动 ξ 的整数倍可使

得
a
b
+ nξ = x+ yi

的虚部 y 在 ±
√
19/4 之间,其中 n ∈ Z. 这时,我们

可以取
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a′ = a+ nb, 属于 I, 但不属于 bR

且有

a′/b = x+ yi

因此,我们可以不妨假设
a/b = x+ yi

其中虚部 y 在 ±
√
19/4 之间．

如果 |y| <
√
3/2, 我们前面说过 x + yi 与某个

整数 q ∈ R 的差的模长小于 1, 即
|a
b
− q| < 1

取 p = 1, 得
|a
b
· p− q| < 1

如果 |y| ⩾
√
3/2, 我们可以假设

√
3
2
⩽ y ⩽

√
19
4

(如果 y < 0, 我们可以用 −a 替换 a). 此时
2a
b
− ξ

的虚部为

2y −
√
19
2

在
√
3−

√
19/2 和 0 之间,但

√
19 <

√
27 = 3

√
3

因此

0 >
√
3−

√
19
2

> −
√
3
2

从而存在整数数 q′, 使得
| 2a
b
− ξ − q′| < 1

取 q = ξ + q′ ∈ R, p = 2, 就得到
|a
b
· p− q| < 1 (∗)

当然,这里我们没有说明
a
b
· p− q 6= 0

注意到上面两种情况中, p 只取 1, 2. 在 p = 1 时
a
b
− q = 0

不可能发生．如若不然

a = bq ∈ bR

与假设矛盾．当 p = 2 时,在上面式 (∗) 中,如果
a
b
· 2− q = 0

这里 q = q′ + ξ, 其中 q′ 是个整数．

如果 q′ = 2k − 1 是奇数,我们有
2(a−kb)

b
· ξ = (−1 + ξ)ξ = −5

重新取 a′ = a− kb, p = ξ, q = −3, 我们有
a′

b
· p− q = 1

2

模长小于 1, 此时 a′ /∈ bR, p, q ∈ R 满足要求．

如果 q′ = 2k 是奇数,我们有
2(a−kb)

b
· ξ = ξ · ξ = 5

重新取 a′ = a− kb /∈ bR, p = ξ ∈ R, q = 2, 我们有
a′

b
· p− q = 1

2

模长小于 1, 满足要求．

总结起来,无论哪种情况, 我们都能找到 a ∈
I\bR, p, q ∈ R, 使得

0 6= |a
b
· p− q| < 1

定理得证．
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33 域

本期导言

由于期末考试已经很近了,春节也不远
了,所以我们先写写域论的东西,更多唯一分解
环的内容包括整环的商域都留到后面再写．

1

Why 域 ?

咱们课程一开始就是关心代数方程的求根问题．
对于一个有理系数多项式

f(x) ∈ Q[x]

假设它在 C 中根为
ξ1, · · · , ξr

考虑 C 的包含
Q 和 {ξ1, · · · , ξr}

的最小子域 E．
实际上 E 是所有如下形式复数的集合

g(ξ1, · · · , ξr)
h(ξ1, · · · , ξr)

其中, g(x1, · · · , xr) 和 h(x1, · · · , xr) 都是 Q 上的 r

元多项式且满足
h(ξ1, · · · , ξr) 6= 0

这个域称为 f(x) 在 Q 上的分裂域．
Galois 告诉我们 f(x) = 0 可以根式解,当且仅

当其 Galois 群
Gal(f) := AutQ E 是可解群

我们最关心的就是像 E 这些复数域的子域.
当然 Q 也是 E 的子域．
E 相对于 Q的结构决定了 f 的 Galois群,因此

讨论域 E 之于 Q 的结构是非常有意思的一件事情．

2

子域与扩域

给定一个域 E 和它的子域 K:
(K,+) ⩽ (E,+)

(K∗, ·) ⩽ (E∗, ·)

此时 E 称为 K 的一个扩域,这个比较好理解,借助
02 年韩阳老师给我们上课时说的一句话“他是你兄
弟,你就是他哥”,说得正是子域与扩域的关系．

怎样描述 E 与 K 之间的关系 ? 怎样求出它们
之间的 Galois 群?

AutK E := {σ ∈ Aut(E) | σ|K = id}

这些都是我们关心的问题．

从哪里开始思考这些问题呢 ?

我们可以考虑夹在 K 与 E 之间的域,即

L 是 E 的子域,同时又是 K 的扩域

称 L 为 K 和 E 的中间域．通过讨论中间域的多少
以及它们之间的关系来讨论 E 与 K 之间的相对关
系．

K 与 E 之间有多少中间域呢 ?

实际上任取 E 中若干个元素

α1, · · · , αr

都可以“构造”出一个 K 和 E 之间的中间域

K(α1, · · · , αr)

它是 E 的含 K 和 α1, · · · , αr 的最小子域,为所有如
下形式元素的集合:

g(α1, · · · , αr)

h(α1, · · · , αr)

其中 g, h 都是 K[x1, · · · , xr] 中多项式满足

g(α1, · · · , αr) 6= 0.

3

单扩张

最简单的中间域莫过于

K(α)

其中 α ∈ E,称为

K 的单扩张(simple extension).

例如: Q(
√
2),Q(π) 等．

之所以说 K(α) 相对于 K 比较简单,是因为有
一个非常自然的环同态

ϕ : K[x]−→K(α)

g(x) 7→g(α)

可以用于比较 K[x] 与 K(α) 的关系．

考虑 ϕ 的 Kernel 分为两种情况

Kerϕ = {0} 和 Kerϕ 6= {0}
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4

超越元

第一种情况

Kerϕ = {0}
就是说没有非零的多项式 g(x) 能够使得 g(α) =

0,换个角度说,就是
1, α, α2, · · ·

是 K 线性无关的！这种情况,我们称 α是 K 上的超
越元.
此时 ϕ 是单射,K[x] 与它在 ϕ 的像集

K[α] = {g(α) | g ∈ K[x]}
作为环是同构的,而这个同构

ϕ : K[x] −→ K[α]

g(x) 7→ g(α)

可以扩展成一个域同构

K(x) −→ K(α)
g(x)

h(x)
7→ g(α)

h(α)
这里 K(x) 是 K 上有理多项式的集合,即

{ g(x)
h(x)

| g(x), h(x) ∈ K[x],其中 h(x) 6= 0}

5

代数元

第二种情况

Kerϕ 6= {0}
就是说存在非零的多项式 g(x) 使得

g(α) = 0

当然也可以说存在 n > 0 使得

1, α, α2, · · · , αn

是 K 线性相关的．这种情况,我们称 α是 K 上的代
数元.
这种情况就比较有趣了, Kerϕ 是所有满足

g(α) = 0

的多项式 g(x) 组成的集合,是 K[x] 的理想,而 K[x]

是主理想整环,因此
Kerϕ = (m(x))

是由一个非零多项式 m(x) 生成的理想．

此时 m(x) 是 Kerϕ 中次数最低的非零多项
式,也就是满足 m(α) = 0 的最低次数多项式,称为

α 在 K 上的极小多项式．
看上去跟矩阵的极小多项式有点像,但跟矩阵

的极小多项式还有一个非常大的区别：

引理 33.1 . α 的极小多项式在 K[x] 中不可
约.

证明. 由环同态基本定理第一同构定理
K[x]/Kerϕ ' K[α]

作为域 K(α) 的子环,K[α] 没有零因子,是整环,因
此

Kerϕ 是 K[x] 的素理想
由于 Kerϕ = (m(x)),这等于说

m(x) 是 K[x] 中素元
从而 m(x) 是 K[x] 中不可约元！

一般矩阵的极小多项式不一定不可约,而这里 α 的
极小多项式一定不可约．
故事还没有完,m(x) 在 K[x] 中不可约,用理想

的语言就是
(m(x)) 是 K[x] 的极大主理想

由于 K[x] 的理想都是主理想,这等于说
(m(x)) 是 K[x] 的极大理想

这句话又等价于说
K[x]/(m(x)) 是域

这告诉我们
K[α] ' K[x]/(m(x)) 也是域

这个域既包含了 K,也包含了 α,而 K(α) 是最小的
满足这个条件的域,因此

K(α) ⊆ K[α],但 K[α] ⊆ K(α)

因此 K(α) = K[α].
总结成下面的定理

定理 33.2 . 所设 α 是 K 上的代数元,则
K(α) = K[α].

例如: α =
√
2,则

Q(
√
2) = Q[

√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}

为什么这里只有两个系数 a, b 呢 ? 因为
√
2 的极小

多项式为
x2 − 2

对于任意 g(x) ∈ Q[x],利用带余除法,存在 r(x) =

a+ bx,和 q(x) ∈ Q[x],使得
g(x) = q(x)(x2 − 2) + r(x)

从而
g(
√
2) = q(

√
2)(
√
2
2
− 2) + r(

√
2)

= r(
√
2) = a+ b

√
2
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一般的,对于域 K 上的代数元 α,假设其极小多
项式 m(x) 次数为 n．
对于任意 g(x) ∈ K[x],存在 q(x), r(x) ∈ K[x]

使得
g(x) = q(x)m(x) + r(x)

其中
r(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bn−1x

n−1

从而

g(α) = q(α)m(α) + r(α) = r(α)

= b0 + b1α+ · · ·+ bn−1α
n−1

是 1, α, · · · , αn−1 的 K 线性组合．
另一方面,这些

1, α, · · · , αn−1

也是 K 线性无关的,否则,存在次数不超过 n− 1 的
非零 K 系数非零多项式 h(x),使得 h(α) = 0．这样

h(x) ∈ Kerϕ = (m(x)),即 m(x) | h(x)
产生矛盾！
总结下！

定理 33.3 . 假设 α 是域 K 上代数元,极小多
项式 m(x) 的次数为 n,则

dimK K(α) = degm(x) = n

作为 K 空间,K(α) 的一组基是
1, α, · · · , αn−1.

6

怎样寻找极小多项式

那怎样寻找一个代数元的极小多项式呢 ? 上面
怎么一口咬定 x2 − 2 是

√
2 在 Q 上的极小多项式

呢 ?
实际上根据代数元的极小多项式一定是不可约

多项式这个特点,寻找代数元的极小多项式比寻找
矩阵的极小多项式要简单很多．

命题 33.4 . 假设 α 是域 K 上代数元,而
p(x) ∈ K[x] 满足 p(α) = 0 和下面两个条件
之一

1. p(x) 不可约

2. dimK K(α) = deg p(x)
那么 p(x) 是 α 的极小多项式．

证明. 实际上,由于 p(x) = 0,所以
m(x) | p(x)

命题中两个条件都能导致
m(x) 与 p(x) 相伴

也就是说它们只是差一个非零常数倍,因此 p(x) 也
是 α 在 K 上的极小多项式．

比如上面的 g(x) = x2 − 2 是 Q[x] 中不可约多项式
且 g(

√
2) = 0,因此它是

√
2 在 Q 是的极小多项式．

再来个复杂点的例子.

例 27 . α =
√
2 +

√
3 它在 Q 上的极小多项式

m(x) 是 ?
通过平方可以发现

(α2 − 5)2 = 24

因此多项式
g(x) = x4 − 10x2 + 1

满足 g(α) = 0,从而 m(x) | g(x).
在下一期我们将能证明

dimQ Q(
√
2 +

√
3) = 4

根据命题33.4, g(x) 是 α 的极小多项式．
当然,我们也可以通过证明 g(x)在 Q[x]中

不可约来说明它是 α 的极小多项式．
这里我们讨个巧,既不用下一期的知识,又

不用费力去证明 g(x) 是不可约的．由于
1/α =

√
3−

√
2

因此
√
2 = 1

2
(α− 1/α) ∈ Q(α)

因此
Q(
√
2) ⊆ Q(α)

但是
α =

√
2 +

√
3 6∈ Q(

√
2)

因此 Q(
√
2) ⊊ Q(α),从而

degm(x) = dimQ Q(α)

> dimQ Q(
√
2) = 2

很容易发现 g(x)没有有理根,因此在 Q[x]中并
没有 1 次因式,从而也没有 3 次因式,而 m(x)

又是 g(x) 在 Q[x] 中的大于 2 次的因式,因此
degm(x) = 4,迫使 m(x) 与 g(x) 相伴,所以
g(x) 也是 α 在 Q 上的极小多项式．
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34 有限扩张

本期导言

我们继续从不同的维度来讨论域扩张．

1

有限扩张

还是从多项式的分裂域说起,假设 f(x) 为有理
系数多项式,而

ξ1, · · · , ξr
为 f(x)在复数域中所有的根,我们很想知道 f(x)的
分裂域

E = Q(ξ1, · · · , ξr)
相对于 Q 的性质,比如

dimQ E 是否有限 ?
一般的,假设 K 是 L的子域,扩域 L可以看成 K 向
量空间,数乘就是 K 中元素与 L 中元素在 L 中相
乘．
为了方便,有时我们会用记号

L/K

表示 L 是 K 的扩域．
由于看着记号 dimK L 不爽,我们改用一个比较

简单的记号
[L : K] := dimK L

称为 L/K 的扩张次数．
如果 [L : K] < ∞,称 L 是 K 的有限扩张.
两个有限扩张拼起来是不是有限扩张呢 ?
就是说,如果有域扩张

K ⊆ L ⊆ E

且 [L : K] 和 [E : L] 都有限,那么
[E : K] 是否依然有限 ?

如你所料,答案是肯定的．

引理 34.1 . 假设 E/L,L/K 是有限扩张,则
E/K 也是有限扩张,并且

[E : K] = [E : L][L : K]

证明. 这个证明是个体力劳动．
假设 L 作为 K 向量空间有一组基

α1, · · · , αn

而 E 作为 L 向量空间有一组基

β1, · · · , βm

我们断言

αiβj , 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m

是 K 向量空间 E 的一组基．

实际上,假设 K 线性组合∑
i,j

λijαiβj = 0

其中 λij ∈ K．可以写成

β1, · · · , βm

的 L 线性组合 ∑
j

(
∑
i

λijαi)βj = 0

由于 β1, · · · , βm 是 L 线性无关,因此对任意固定的
1 ⩽ j ⩽ m,有

n∑
i=1

λijαi = 0

再由 α1, · · · , αn 的 K 线性无关性得

λij = 0, ∀i, j.
这说明

αiβj , 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m

是 K 线性无关的,另一方面任意 E 中元素都能写成
βj , 1 ⩽ j ⩽ m 的 L 线性组合,而这个线性组合的系
数 (在 L 中) 又都能写成 α1, · · · , αn 的 K 线性组
合,因此,E 中所有元素都能写成

αiβj , 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m

的 K 线性组合．

结合起来

αiβj , 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m

是 K 向量空间 E 的一组基,因此
[E : K] = mn = [E : L][L : K].

2

有限扩张与代数扩张

如果 L/K 为有限扩张,设 [L : K] = n．

对任意 α ∈ L,有
1, α, · · · , αn

必然 K 线性相关,从而是 K 上的代数元．

即 L 中所有元素都是 K 上的代数元．
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域扩张 E/K 中,如果 E 中所有元素都是 K 上
的代数元,我们称 E 为 K 的代数扩张．如果 E/K 不
是代数扩张,即 E 中存在 K 上的超越元,则称 E/K

为超越扩张.
我们已经看到

命题 34.2 . 有限扩张是代数扩张．

但是,还是有个问题,前面多项式的分裂域
Q(ξ1, · · · , ξr)

是不是 Q 上的有限扩张或者代数扩张?
这里每个 ξi 都是 Q 上的代数元,一下子扩张这

么多代数元,还是代数扩张或者有限扩张么 ?
可以抽象成下面这个问题

问题 10 . 假设 L 是 K 的扩域,而
α1, · · · , αr ∈ L

是 K 上的代数元．试问: K(α1, · · · , αr) 是否
为 K 上的有限扩张 ? 代数扩张 ?

如果 r = 1,这实际上就是代数元对应的单扩张,由
上期,我们知道其扩张的次数就是对应的极小多项
式的次数,必为有限扩张．

r > 1 时,看上去比较麻烦,如果你注意到
K(α1, · · · , αr) = K(α1, · · · , αr−1)(αr)

问题就简单了．实际上右边包含
K 和 α1, · · · , αr

因此
K(α1, · · · , αr) ⊆ K(α1, · · · , αr−1)(αr)

反过来,左边也包含
K(α1, · · · , αr−1) 和 αr

所以
K(α1, · · · , αr−1)(αr) ⊆ K(α1, · · · , αr)

所以
K(α1, · · · , αr) = K(α1, · · · , αr−1)(αr)

现 在,αr 是 K 上 的 代 数 元,它 必 然 也 是
K(α1, · · · , αr−1) 上的代数元．所以

[K(α1, · · · , αr) : K(α1, · · · , αr−1)] < ∞
利用数学归纳法,我们可以愉快的假设

[K(α1, · · · , αr−1) : K] < ∞
这样就得到下面的命题

命题 34.3 . 假设 L 是 K 的扩域,而
α1, · · · , αr ∈ L

是 K 上的代数元．那么
K(α1, · · · , αr) 是 K 上的有限扩张．

也是代数扩张．特别的,K 上的代数元的和、差、
积、取逆依然是 K 上的代数元．

实际上所有的有限扩张都是上面这种形式．

如果 L/K 是有限扩张,而
α1, · · · , αr

为 L 作为 K 向量空间的一组基,显然
α1, · · · , αr

都是 K 上的代数元且

L ⊆ K(α1, · · · , αr) ⊆ L

所以

L = K(α1, · · · , αr)

跟命题34.3合并得到下面定理

定理 34.4 . 假设 L/K 是域扩张．那么 L/K

是有限扩张当且仅当存在 K 上的代数元
α1, · · · , αr ∈ L

使得
L = K(α1, · · · , αr)

需要指出的是,并不是所有的代数扩张都是有
限扩张,比如把 C 中在 Q 上的代数元都拿出来,构
成集合 A,由于代数元的和、差、积、取逆还是代
数元,所以 A 是域且包含 Q,它显然是 Q 上代数扩
张,但不是 Q 上的有限扩张！

3

扩张次数的计算

上面的讨论非常有助于我们计算有限扩张的扩
张次数,比如上期的问题

[Q(
√
2 +

√
3) : Q] =?

令 α =
√
2 +

√
3, 上期已经知道

√
2 =

1

2
(α− 1/α) ∈ Q(

√
2 +

√
3)

√
3 =

1

2
(α+ 1/α) ∈ Q(

√
2 +

√
3)

所以

Q(
√
2,
√
3) ⊆ Q(

√
2 +

√
3) ⊆ Q(

√
2,
√
3)

从而

Q(
√
2,
√
3) = Q(

√
2 +

√
3)

这样可以转化为两个域扩张

Q ⊆ Q(
√
2) ⊆ Q(

√
2,
√
3)

现在
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[Q(
√
2,
√
3) : Q(

√
2)]

= [Q(
√
2)(
√
3) : Q(

√
2)] = 2

这是因为
√
3 6∈ Q(

√
2),所以

[Q(
√
2)(
√
3) : Q(

√
2)] > 1

但 (
√
3)2 ∈ Q(

√
2),所以
[Q(

√
2)(
√
3) : Q(

√
2)] ⩽ 2

这样就得到

[Q(
√
2)(
√
3) : Q]

=[Q(
√
2)(
√
3) : Q(

√
2)][Q(

√
2) : Q]

=2× 2 = 4

所以

[Q(
√
2 +

√
3) : Q] = 4.

4

代数扩张链

假设有域的扩张链

K ⊆ L ⊆ E

当 L/K,E/L 都是有限扩张的时候,前面知道 E/K

也是有限扩张．其实上反过来也对,如果 E/K 是有
限扩张,L/K 和 E/L 必然也是有限扩张．

代数扩张是否具有同样的性质 ?
答案再一次是: YES！

定理 34.5 . 假设有域的扩张链
K ⊆ L ⊆ E

那么 E/K 是代数扩张当且仅当 E/L 和 L/K

都是代数扩张．

证明. 假设 E/K 是代数扩张.
对任意 α ∈ E,存在非零多项式 f(x) ∈ K[x] 使

得 f(α) = 0,但 f(x) 同时也是 L[x] 中多项式,所以
α 也是 L 上的代数元,因此 E/L 是代数扩张.

另一方面 L ⊆ E,此时 L 中元素也都是 K 上的
代数元,所以 L/K 也是代数扩张．

反过来,假设 E/L和 L/K 都是代数扩张．我们
需要证明 E 中的任意元素 α 都是 K 上的代数元．

由于 E/L 是代数扩张,因此 α 是 L 上的代数
元,存在非零多项式

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ L[x]

使得 f(α) = 0,现在
a0, a1, · · · , an ∈ L

这样一来 α 实际上是

K(a0, a1, · · · , an)
上的代数元,所以

[K(a0, · · · , an)(α) : K(a0, · · · , an)] < ∞
由于 L/K 也是代数扩张,所以

a0, · · · , an
都是 K 上的代数元．由命题34.3

K(a0, · · · , an)
是 K 上有限扩张,合起来得到

K(a0, · · · , an)(α)
是 K 上的有限扩张,从而是代数扩张,特别的 α 是
K 上的代数元．
所以 E/K 是代数扩张！
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35 分裂域

本期导言

这一期,咱们集中精力研究下分裂域．

1

多项式的分裂域

前面已经讨论过,如果有理多项式 f(x) 在复数
域内所有根为

ξ1, · · · , ξr
那么域

Q(ξ1, · · · , ξr)
称为 f(x) 在 Q 上的分裂域．
很多数学工作者比较作,如果一件事情只能在

有理数上做,其他域上不能做,总会让人如梗在喉！
也就是说,现在给一个任意域 K 上的多项式

f(x),你给我找个分裂域看看 ?
这时候存在的第一个困难是: 没有了复数域,怎

么去找 K 的扩域,使得 f(x) 可以在这个扩域上分
解成一次因式的乘积 ?
至少可以问：是否存在一个 K 扩域,使得 f(x)

在这个扩域里至少有一个根 ?
好在这个问题简单一点．

引理 35.1 . 假设 K 是域,而 f(x) 是 K 上的
正次数多项式．那么存在 K 的单扩张 K(α) 使
得

1. α 是 f(x) 的根,即 f(α) = 0.
2. [K(α) : K] ⩽ deg f(x).

证明. 取 f(x) 的不可约因式 p(x),考虑
L = K[x]/(p(x))

由于 p(x) 不可约,因此 (p(x)) 是 K[x] 的极大主理
想,又因为 K[x] 的理想都是主理想,因此 (p(x)) 是
K[x] 的极大理想．所以

L = K[x]/(p(x)) 是域

记

I = (p(x))

现在我们将 K 看作 L 的子域,将
k 与 k + I 等同看待

令 α = x+ I

由于 p(x) | f(x),所以 f(x) ∈ I,从而
f(α) = f(x+ I) = f(x) + I = I

为 L 中零元,所以 α 是 f(x) 在 L 中的根,另外,L
中的元素都形如

g(x) + I = g(α)

因此

L = K(α)

最后

[K(α) : K] = [K[x]/(p(x)) : K]

= deg p(x) ⩽ deg f(x)

有这个引理,就能给 f(x) 造“分裂域”了.

定理 35.2 . 假设 f(x) 为域 K 上的 n > 0 次
多项式．那么,存在 K 的扩域 E 满足

1. f(x) 在 E[x] 中分解成一次因式乘积
f(x) = a(x− ξ1) · · · (x− ξn)

其中 a ∈ K 为 f(x) 的首项系数.
2. E = K(ξ1, · · · , ξn)
3. [E : K] ⩽ n!

证明. 对 n 用数学归纳法．

n = 1. 此时
f(x) = ax− b, ξ1 = b/a ∈ K

取 E = K 即可．

现假设 n > 1. 由上面的引理,存在 K 的单扩张

K(α)

使得

f(α) = 0, [K(α) : K] ⩽ deg f(x) = n

令 L = K(α),则 f(x) 在 L 中可分解为

f(x) = (x− α)g(x)

其中 g(x) ∈ L[x] 且 deg g(x) = n− 1.
由归纳假设存在 L 的扩域 E 使得

1. g(x) 在 E[x] 中分解为
a(x− ξ1) · · · (x− ξn−1)

2. E = L(ξ1, · · · , ξn−1)

3. [E : L] ⩽ (n− 1)!

合并在一起,在 E[x] 中

f(x) = (x− α)g(x)

= a(x− ξ1) · · · (x− ξn−1)(x− α)

可分解为一次因式乘积．
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E = L(ξ1, · · · , ξn−1)

= K(α)(ξ1, · · · , ξn−1)

= K(ξ1, · · · , ξn−1, α)

另外
[E : K] = [E : L][L : K]

⩽ (n− 1)!× n = n!

令 ξn = α 即可完成证明．

满足定理35.2条件的 E 称为 f(x) 在 K 上的一个分
裂域．

值得注意的是,对于 K 和 E 的任何中间域
L, f(x) 也是 L[x] 中多项式,按照定义 E 也是 f(x)

在 L 上的分裂域．

2

分裂域的唯一性

当我们放弃有理数的特殊情况来挑战一般域的
情况时,我们不得不面临一个问题:

分裂域 E 的选择不是唯一的！

随之而来的是,这时候 f(x) 的 Galois 群如果定义成
Gal(f) = AutK E

还是不是良定义的,会不会随着 E 的选取的不同而
使得 AutK E 变化很大 ? 会不会不同构 ?
这一小节,咱们就来了断这个后顾之忧．
这里我们需要一个技术性的引理.

引理 35.3 . 假设
σ : K1 −→ K2

是域同构,对任意 f(x) ∈ K1[x],用
σf(x) ∈ K2(x)

表示将 f(x) 的所有系数用 σ 作用后得到的多
项式．如果 K1(α) 和 K2(β) 分别是 K1 和 K2

的单扩张,使得它们的极小多项式分别是 p(x)

和 σp(x),那么存在域同构
θ : K1(α) −→ K2(β)

使得
θ|K1

= σ, θ(α) = β

证明. 令 θ 是下面几个域同构的复合.
K1(α) −→ K1[x]/(p(x))

σ : K1[x]/(p(x)) −→ K2[x]/(σp(x))

K2[x]/(σp(x)) −→ K2(β)

下点苦力验证即可．

上面引理中 θ|K1
= σ 也可以用下面的交换图来描

述.

K1

σ

��

� � // K1(α)

θ

��
K2

� � / / K2(β)

其中水平方向是域之间的嵌入映射．

定理 35.4 . 假设
σ : K1 −→ K2

是域同构,E1 是 K1[x]中多项式 f(x)在 K1 上
的一个分裂域,而 E2 是 σf(x) 在 K2 上的一个
分裂域,那么存在域同构

ϕ : E1 −→ E2

使得 ϕ|K1
= σ,用交换图表示

K1

σ

��

� � // E1

ϕ

��
K2

� � // E2

证明. 对 [E1 : K1] 利用数学归纳法．

如果 [E1 : K1] = 1,即 E1 = K1,此时 f(x) 在
K1[x] 中可以写成一次因式的乘积

f(x) = a(x− k1) · · · (x− kn)

此时

σf(x) = σ(a)(x− σ(k1)) · · · (x− σ(kn))

在 K2[x] 上可以分解成一次因式的乘积,因此 σf(x)

在 K2 上的分裂域只能是 K2．所以 E2 = K2．这种
情形下只需要取 ϕ = σ 即可．

现在假设 [E1 : K1] > 1.
此时 f(x) 在 E1 的根不可能全都在 K1 中．

令 α ∈ E1\K1 是 f(x) 的根．

假设 p(x) ∈ K1[x]为 α的极小多项式,则 p(x) |
f(x),从而 σp(x) | σf(x).

作为 σf(x) 的因式,σp(x) 在 E2 中也能分解成
一次因式的乘积,特别的存在根 β．

由于 σp(x) 跟 p(x) 一样不可约,因此它是 β 的
极小多项式．

目前我们面临的情况: α 和 β 的极小多项式分
别是 p(x) 和 σp(x),由引理35.3,域同构

θ : K1(α) −→ K2(β)
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和交换图
K1

σ

��

� � // K1(α)

θ

��
K2

� � // K2(β)

现在我们拥有的情况
1. 域同构 θ : K1(α) −→ K2(β)

2. θf(x) = σf(x)

3. E1 是 f(x) 在 K1(α) 上分裂域.
4. E2 是 θf(x) 在 K2(β) 上分裂域.
5. [E1 : K1(α)] < [E1 : K1]

由归纳假设,存在域同构
ϕ : E1 −→ E2

使得下图交换

K1(α)

θ

��

� � // E1

ϕ

��
K2(β)

� � // E2

把两个交换图合并一处

K1

σ

��

� � // K1(α)

θ

��

� � // E1

ϕ

��
K2

� � // K2(β)
� � // E2

定理得证．

在上面的定理中,取 K1 = K2 和 σ = id,可得分裂
域的唯一性．

推论 35.5 . 假设 E1 和 E2 是 K[x] 中多项式
f(x) 在 K 上的分裂域,则存在域同构

ϕ : E1 −→ E2

使得 ϕ|K = id,此时
AutK E1 −→ AutK E2

ρ 7→ ϕρϕ−1 为群同构．

36 有限域

本期导言

咱们通常见到的域都是 C,Q 等等,很少见
到有限个元素的域,到目前为止,我们见过的有
限域好像只有

Zp (p 为素数)．
实际上还有很多有限域,它们在编码和密码理
论中发挥着非常重要的作用．比如前面我们讲
过一句的 AES 加密方法就是现在非常主流的
数据加密方法,它的原理是考虑有限域中的运
算,这个后面有空再详细聊．
这一期,咱们讨论有限域的一般理论．

1

域的特征 (characteristic)

想想 C, Q 等域,它们与 Zp (p 为素数) 有什么
区别呢 ?
有一个重要的区别就是,在 C 中,一个非零的元

素 a,任意多个 a 加起来都不会是零,而 Zp 就比较
坑,任意一个非零元 a, p 个 a 加起来

a+ · · ·+ a = (1 + · · ·+ 1)a = 0a = 0

一般的,在域 K 中,单位元为 1,如果任意多个 1 的
和都不为零,则称 K 的特征为 0.
反之,如果存在正整数 n > 0,使得 n 个 1 的和

为 0,令
p = min{n | n 个 1 的和为 0}

称 K 的特征为 p.
此时 p 必为素数,否则 p = mn 且 m,n < p

1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m

)(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

)

由 p 的最小性,右边 m 个 1 的和,n 个 1 的和都不
为零,因此它们的乘积亦不为零,与左边为零矛盾！

同时,对任意 a ∈ K,有

a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
p

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p

)a = 0a = 0

K 的特征记为 charK.
例如: charQ = 0, charZp = p
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由域的特征的定义可以看出,它只跟域中单位
元 1 的性质有关,因此一个域和它的子域、扩域的特
征相同！

2

最小子域：素域

对每个域 K 来说,它都有一个最小的子域,称为
它的素域

考虑环同态

η : Z −→ K

将 Z中的 n映为K 中的 n1,即 |n|个 1的和 (n > 0)
或者和的负元 (n ⩽ 0).

当 charK = 0 时, η 是单射,从而可以扩展成为
Q 到 K 的环的单同态,仍记为 η

η : Q −→ K

它的像 η(Q) 是与 Q 同构的域,它是 K 的最小子
域 (很显然,K 的任意子域都包含 0 和 1,从而包含
η(Z),从而包含 η(Q)).
因此 charK = 0 时,K 的素域与 Q 同构.
当 charK = p > 0 时呢 ? 此时

η : Z −→ K

不是单射,其 Kernel 恰为
Ker η = pZ

由环同态基本定理第一同构定理,
Z/pZ −→ Im η

为环同构,这里左边为 Zp 是域,因此 Im η 也是域,从
而是 K 的子域,但任何 K 的子域都含 0 和 1,从而
含 η(Z) = Im η．

因此这种情况下 K 的素域与 Zp 同构．

3

有限域的存在性

由域的特征的定义,特征为 0 的域的素域与 Q
同构,因此有无限多个元素．
所以有限域的特征必定不为 0.
现在假设 E 是有限域,特征 charE = p,并假设

其素域为 K．

上面已经知道 K 与 Zp 同构,有 p 个元素．

由于 E 是有限域,作为 K 的扩域,其扩张次数
必定有限,假设

[E : K] = n

那么 E 是 n 维 K 向量空间,作为向量空间与 Kn

同构,共有
|K|n = pn

个元素．因此有限域的元素个数只能是素数的方
幂,而这个素数正好就是这个域的特征．那给定一
个 n > 0, pn 个元素的域是不是真的存在呢 ?

定理 36.1 . 假设 p为素数,n > 0为正整数,那
么

f(x) = xpn − x

在 Zp 上的分裂域 E 为 pn 个元素的域且每个
pn 个元素的域都与 E 同构．

证明. 为记号简单,记 q = pn．由于

f ′(x) = qxq−1 − 1 = −1

注意这里 f(x) 是 Zp[x] 中多项式,因此 xq−1 的系数
q = pn 在 Zp 中为 0.
由此

(f(x), f ′(x)) = 1

所以 f(x) 在 E 中没有重根,共有 q 个互不相同的
根．记

S := {f(x) 在 E 中的 q 个根 }
由于 Zp 中的元素 a 都满足

ap = a

从而

aq = ((ap)p)···p = a

所以 Zp 中元素都是 f(x) 在 E 中的根,因此
Zp ⊆ S.

现在任取 α, β ∈ S,即
αq = α, βq = β

则
(α− β)q = αq + (−β)q

= α+ (−1)qβq

= α− β

这里二项式展开的中间项的系数都被 p 整除,在 Zp

中为零．因此

α− β ∈ S

如果 β 6= 0,则
(α/β)q = αq/βq = α/β

所以 α/β ∈ S.
由此 S 在加法下是 E 的子群,去掉零后在乘法

下是 E∗ 的子群,即 S 是 E 的子域．
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记 S = {α1, · · · , αq}
按照分裂域的定义

E = Zp(α1, · · · , αq)

由于 S 本身也包含 Zp,所以
Zp(α1, · · · , αq) ⊆ S ⊆ E

可得 E = S．因此 E 恰有 q 个元素．
现在假设 L 是另一个 q 个元素的域,其素域 K

必与 Zp 同构．
L∗ 中共有 q − 1 个元素,因此

αq−1 = 1, ∀α ∈ L∗

加上零的特点,合并起来
αq = α, ∀α ∈ L

所以 L 中的元素恰为 f(x) 在 L 中的全部根,这样
一来

L = K(L)

为 f(x) 在 K 上的分裂域.
值得注意的是,这里域同构

σ : K −→ Zp

将 K 中的 ±1 映为 Zp 中的 ±1,因此这个同构将
K[x] 中的

xq − x

对应到 Zp[x] 中的 xq − x.
由上期分裂域的性质,存在域同构

ϕ : E −→ L

使得 ϕ|K = σ

用类似的办法,可以证明下面这个定理

定理 36.2 . K 是一个 q 元域,m > 0 是整
数,那么存在 K 的扩域 L 使得 [L : K] = m．
此时

|L| = |K|m = qm.

证明. 考虑
xqm − x

在 K 上的分裂域,剩余的证明与定理 36.1的证明类
似．

4

有限域的结构

给定一个 pn 个元素的域,它包含哪些子域 ? 比
如一个 36 元域有没有 32 元子域 ? 如果有,会有几
个 ?

16 元域是否有 8 元子域 ?

定理 36.3 . 假设 E 是一个 pn 个元素的域, p
为素数．E 存在 pm 个元素的子域当且仅当
m | n．
当 m | n 时,E 有唯一的 pm 元子域．

证明. 假设 E 的素域为 K,K 与 Zp 同构．

⇒ 若 L 是 E 的 pm 个元素的子域,那么
K ⊆ L ⊆ E

由于

|L| = pm = |K|m

所以 [L : K] = m．假设 [E : L] = r,则
n = [E : K] = [E : L][L : K] = mr

所以 m | n.
⇐ 现在假设 m | n,n = mr,则

pn − 1 = (pm)r − 1

= (pm − 1)((pm)r−1 + · · ·+ pm + 1)

所以 pm − 1 | pn − 1,不妨设
pn − 1 = (pm − 1)s

再次利用等式

ts − 1 = (t− 1)(ts−1 + ts−2 + · · ·+ 1)

得

xpm − x 整除 xpn − x

现在 E 是

xpn − x

在 K 上的分裂域,必然包含一个
xpm − x

在 K 上的分裂域 L,这个 L 的元素个数恰为 pm,其
元素恰为

xpm − x

在 E 中所有的根．

如果 M 是 E 的另一个 pm 元素的子域,那么
M 中的元素 α 都满足

αpm

= α

为

xpm − x

在 E 中的根,所以
M ⊆ L

由于两边元素个数相同,所以 M = L,也就是说 L

是 E 的唯一 pm 元子域．

这个定理告诉我们一个 pn 元域的子域情况完全由
n 的因子确定！

现在我们可以回答前面的问题了,由于
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2 | 6
因此 36 元域包含一个 32 元子域．

16 = 24, 8 = 23, 3 ∤ 4
因此 16 元域没有 8 元子域．

32 = 25,由于 5的因子只有 5和 1,因此 32元域
只有两个子域,一个是它自身,另一个是它的素域,而
16 元域反而有 3 个子域,分别有 16 = 24, 4 = 22,
2 = 21 个元素．

5

有限域的乘法群是循环群

最后来看有限域的一个重要特点.

定理 36.4 . 假设 E 是有限域,那么 E∗ 在乘
法下是循环群,特别的有限域之间的域扩张都
是单扩张．

在证明之前,需要补一个交换群的性质．

引理 36.5 . 假设 G 是有限交换群,m 是 G 中
元素的最大阶数,那么

o(a) | m, ∀a ∈ G

证明. 假设 o(b) = m．
如果存在 a ∈ G 使得

o(a) = n ∤ m
那么必存在 n 的素因子 p 使得

n = pin1,m = pjm1 且 j < i

p ∤ n1, p ∤ m1

如此一来
o(bp

i

) =
m

(m, pi)
= m1

o(an1) =
n

(n, n1)
= pi

由于 G 是交换群,因此上面这两个元素相互交换,而
它们的阶彼此互素,因此

o(bp
i

an1) = m1p
i > m1p

j = m

导致矛盾！

定理36.4的证明. 假设 E 是 q 元域,我们知道
αq−1 = 1, ∀α ∈ E∗

令
m = max{o(α) | α ∈ E∗}

因此 m ⩽ q − 1.

另一方面,由于 E∗ 是交换群,由上面的引理,E∗

所有元素的阶都整除 m,从而
αm = 1, ∀α ∈ E∗

即所有 E∗ 中元素都是多项式
xm − 1

在 E 中的根,但 xm − 1 在 E 中至多有 m 个根,因
此

q − 1 = |E∗| ⩽ m

所以 m = q − 1,令 α ∈ E∗ 中满足
o(α) = m = q − 1

的元素,则由 α生成的循环群 〈α〉有 q−1个元素,只
能是整个 E∗．所以 E∗ = 〈α〉 是循环群．
如果 L 是 E 的子域,显然

E ⊆ L(α) ⊆ E

所以 E/L 是单扩张．
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