
2.2. 行列式的性质



对于 n 阶矩阵 A, 其行列式

|A| =
∑

排列i1i2···in
(−1)m(i1i2···in)a1i1a2i2 · · · anin

= V(α1,α2, · · · ,αn)

其中 αi 是 A 的第 i 行。



对应上一节 V 满足的性质，行列式有如下性质。

命题

假设 A 为 n 阶方阵，其行列式 |A| 具有下列性质.
1 将 A 的某一行乘数 λ 得到 B, 则 |B| = λ|A|；

2 如果 A 中两行相同，那么 |A| = 0; 如果交换 A 的两行，那
么其行列式反号；

3 将 A 的第 i 行写为两个向量 α,β 的和，记 B 为用 α 替换

A 的第 i 行所得的矩阵，C 为用 β 替换 A 的第 i 行所得的
矩阵, 则

|A| = |B|+ |C|;

4 对 A 施行第 III 种初等行变换得到矩阵 B, 则 |B| = |A|.



例

计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 2 + a 3 + a
1 + b 2 + b 3 + b
1 + c 2 + c 3 + c

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

解: 将 D 的第 3 列减去第 2 列，第 2 列减去第 1 列，可得

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 1

1 + b 1 1

1 + c 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
此时后两列相同，因此行列式为零，即 D = 0.



例

计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 2 + a 3 + a
1 + b 2 + b 3 + b
1 + c 2 + c 3 + c

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
解: 将 D 的第 3 列减去第 2 列，第 2 列减去第 1 列，可得

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 1

1 + b 1 1

1 + c 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
此时后两列相同，因此行列式为零，即 D = 0.



例

计算 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 · · · 1

1 0 1 · · · 1

1 1 0 · · · 1
... ... ... ...
1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.



解:
将行列式的第 2 行到第 n 行都加到第 1 行，有

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n − 1 n − 1 n − 1 · · · n − 1

1 0 1 · · · 1

1 1 0 · · · 1
... ... ... ...
1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (n − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

1 0 1 · · · 1

1 1 0 · · · 1
... ... ... ...
1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.



接着第 1 行乘 −1 加到第 2, 3, · · · ,n 行可得

D = (n − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

0 −1 0 · · · 0

0 0 −1 · · · 0
... ... ... ...
0 0 0 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1(n − 1).



由于 A = AT, 因此将前面命题中的“行”换为“列”，所有的性
质同样成立！

推论

对 n 阶矩阵施行第 III 种初等变换不改变其行列式。

引理

任意 n 阶矩阵都可能通过第 III 种初等变换变为对角矩阵！



由此，我们可以得到矩阵行列式的重要性质:

定理

对于 n 阶矩阵 A,B 有 |AB| = |A| · |B|.

证明. 对 A 施行第 III 种初等变换可将 A 化为对角矩阵 D，也就
是说，存在第 III种初等矩阵 P1,P2, · · · ,Pr,Q1,Q2, · · · ,Qs, 使得

A = P1P2 · · ·PrDQ1Q2 · · ·Qs,

其中

D =


d1

d2
. . .

dn

 .



根据行列式的性质，有 |A| = |D| = d1d2 · · · dn, 从而有

|AB| = |P1P2 · · ·PrDQ1Q2 · · ·QsB|

= |DQ1Q2 · · ·QsB|

= d1d2 · · · dn|Q1Q2 · · ·QsB|

= d1d2 · · · dn|B|

= |A| · |B|.



推论

假设 A 是 n 阶方阵. 那么下面几条等价。
(1) 线性方程组 Ax = b 有唯一解;
(2) A 是可逆矩阵;
(3) A 的行列式不等于 0.
此时 |A−1| = 1

|A|
.

证明. (1) ⇔ (2): 线性方程组 Ax = b 有唯一解等价于

rank(A) = rank(A, b) = n

这导致 A 可逆，因此 (1) ⇒ (2). 反过来，如果 A 可逆，则
x = A−1b 为方程组的唯一解. 即 (2) ⇒ (1).



(2) ⇔ (3): 如果 A 可逆，那么有 A · A−1 = I.

|A| · |A−1| = |I| = 1.

因此 |A| ̸= 0 且 |A−1| = 1

|A|
. 反过来，假设 |A| ̸= 0. 对 A 施行

第 III 种初等变换将 A 化为

D =


d1

d2
. . .

dn

 ,

此时 |D| = |A| ̸= 0. 由于 |D| = d1d2 · · · dn, 因此 d1, d2, · · · , dn

均不为 0. 所以 D 是可逆矩阵。由于初等变换不改变矩阵的可逆
性，因此 A 可逆。


