
2.3. 行列式按行列展开



在计算矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ...

an1 an2 · · · ann


的行列式时, 将其中一行写成多个向量的和，比如将第 i 行写成(

ai1, 0, · · · , 0
)
+

(
0, ai2, 0, · · · , 0

)
+ · · ·+

(
0, · · · , 0, ain

)
.



|A| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |An|

Aj :=



a11 · · · a1,j−1 a1j a1,j+1 · · · a1n
... ... ... ... ...

ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 · · · 0 aij 0 · · · 0

ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 · · · ai+1,n
... ... ... ... ...

an,1 · · · an,j−1 an,j an,j+1 · · · ann





将 Aj 的第 i 行依次与第 i − 1, i − 2, · · · , 1 行交换得到 B, 则有
|B| = (−1)i−1|Aj|. 再将 B 的第 j 列依次与第 j − 1, j − 2, · · · , 1
列交换得到 C，则

C =



aij 0 · · · 0 0 · · · 0

a1j a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
... ... ... ... ...

ai−1,j ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,j ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n
... ... ... ... ...

anj an,1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann


.

|C| = (−1)j−1|B| = (−1)i+j−2|Aj| = (−1)i+j|Aj|.



去掉 C 的第 1 行和第 1 列所得的矩阵恰为去掉 A 的第 i 行和第
j 列得到的矩阵，记相应的行列式为 Mij，称为 A 对应 (i, j) 元
的余子式(minor)。

Mij = det



a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
... ... ... ...

ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n
... ... ... ...

an,1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann


.

|C| = aijMij, |Aj| = (−1)i+j|C| = (−1)i+jaijMij.



记

Aij = (−1)i+jMij,

称为 A 对应 (i, j) 元的代数余子式(cofactor)

|Aj| = aijAij.

因为 |A| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |An|, 所以我们得到如下定理.

定理

假设 A 为 n 阶方阵，则 A 的行列式为其任意一行 (列) 的元素
与对应的代数余子式的乘积之和。即对任意 i = 1, 2, · · · ,n 有

|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin.

|A| = a1iA1i + a2iA2i + · · ·+ aniAni.



例

计算四阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 −1 2

−5 1 3 −4

2 0 1 −1

1 −5 3 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解: 将 D 的第 3 列乘 −2 加到第 1 列，第 3 列乘 1 加到第 4 列，

行列式不变，因此

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 1 −1 1

−11 1 3 −1

0 0 1 0

−5 −5 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.



按第 3 行展开得

D = (−1)3+3 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 1 1

−11 1 −1

−5 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
再按第 3 列展开可得

D = (−1)1+3 ·1 ·

∣∣∣∣∣ −11 1

−5 −5

∣∣∣∣∣+(−1)2+3 · (−1) ·

∣∣∣∣∣ 5 1

−5 −5

∣∣∣∣∣ = 40.



例

下面的行列式被称为范德蒙 (Vandermonde) 行列式。

∆(x1, x2, · · · , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

x1 x2 x3 · · · xn

x21 x22 x23 · · · x2n
... ... ... ...

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

它的值为

∆(x1, x2, · · · , xn) =
∏

1⩽i<j⩽n
(xj − xi).

这里
∏
代表连乘。



推论

在任意 n 阶方阵 A 中，某一行的元素与另一行的对应元素的代
数余子式的乘积之和为零，即对 i ̸= j，有

ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = 0.

证明.
用 A 的第 i 行替换 A 的第 j 行，记所得矩阵为 B.

B 的第 i, j 行完全相同

A,B 第 j 行各元素的代数余子式相同
0 = |B| = bj1Bj1 + bj2Bj2 + · · ·+ bjnBjn

= ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn



物理模型中的行列式 (选读)

例

在物理中, 考虑 n 个质量为 m 的物体通过弹性系数为 k 的弹簧
依次相连，且整个系统两端固定的模型，如图

· · ·

在正规模式 (normal mode) 下, 以初始位置为零点，以向右为正
方向, 从左到右数第 i 个小球的位移函数为 xi(t) = Ai sinωt, 其
中 ω > 0 且 Ai, i = 1, 2, · · · ,n 不全为零。ω 有哪些可能性？



在 t 时刻，通过分析可知小球的受力为

F1(t) = (x2(t)− 2x1(t))k, Fn(t) = (xn−1(t)− 2xn(t))k,

Fi(t) = (xi+1(t) + xi−1(t)− 2xi(t))k, i = 2, 3, · · · ,n − 1.

根据牛顿第二定律, 有

Fi(t) = m · d2xi(t)
dt2 , i = 1, 2, · · · ,n.

对 i = 1, 这等价于

(A2 − 2A1)k sinωt = −mω2A1 sinωt

对所有 t 成立，即

(2k − mω2)A1 − kA2 = 0.



类似地可以得到

(2k − mω2)An − kAn−1 = 0,

(2k − mω2)Ai − k(Ai−1 + Ai+1) = 0, i = 2, 3, · · · ,n − 1.

这等价于 A1,A2, · · · ,An 是齐次方程 Mx = 0 的非零解，M 为

2k − mω2 −k
−k 2k − mω2 −k

−k 2k − mω2

. . .
2k − mω2 −k

−k 2k − mω2


.



因此 ω 满足 |M| = 0. 现在我们计算 |M|, 令

a =
2k − mω2

−k =
mω2

k − 2

|M| = (−k)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 1

1 a 1

1 a
. . .

a 1

1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

记不带 (−k)n 的 n 阶行列式为 ∆n, 按第 1 行展开可得递推式

∆n = a∆n−1 −∆n−2.



令 λ, µ 为关于 x 的二次方程 x2 − ax + 1 = 0 在 C 中的两根。利
用数学归纳法可以证明

∆n =

n∑
i=0

λiµn−i =


nλn, λ = µ;

λn+1 − µn+1

λ− µ
, λ ̸= µ

所以 ∆n = 0 当且仅当 λ ̸= µ 且

λn+1 − µn+1 = 0

当且仅当

λ = µ

(
cos 2rπ

n + 1
+ i sin 2rπ

n + 1

)
.



两边同时乘 λ, 根据 λµ = 1 可解得

λ = ±
(

cos rπ
n + 1

+ i sin rπ
n + 1

)
.

此时 λ 的模长为 1, µ = µ|λ|2 = µλλ̄ = λ̄ 为 λ 的共轭复数。从而

mω2

k − 2 = a = µ+ λ = λ̄+ λ = ±2 cos rπ
n + 1

,

ω =

√
k
m ·

(
2± 2 cos rπ

n + 1

)
, 0 < r < n + 1.


