
3.1. 向量空间和子空间



中学: 空间向量，α,β 为空间向量

α+ β(加法),

λα, λ ∈ R(数乘)

大学: 矩阵 A,B ∈ Mm,n(R)

A + B(加法),

λA, λ ∈ R(数乘)

f(x), g(x): 区间 [a, b] 上的连续函数

f(x) + g(x)(加法),

λf(x), λ ∈ R(数乘)



Rn中: α =


a1
a2
...

an

 , β =


b1
b2
...

bn

 , λ ∈ R

加法: α+ β =


a1 + b1
a2 + b2

...
an + bn



数乘: λα =


λa1
λa2

...
λan





上面三种例子中，加法和数乘满足一些共同的性质。

加法的共同特点：

(1) 交换律: α+ β = β +α;

(2) 结合律: (α+ β) + γ = α+ (β + γ);

(3) 存在零向量 0 使得 0+α = α;

(4) 存在负向量 −α 使得 α+ (−α) = 0.

Rn 中:

零向量： 0 =


0

0
...
0

 , 负向量: −


a1
a2
...

an

 =


−a1
−a2

...
−an





C[a, b]: 区间 [a, b] 上连续函数集合. 加法的“零向量”为恒等于
0 的常值函数，“向量”f(x) 的“负向量”为函数 −f(x).

Mm,n(R)中，零向量为零矩阵 O,“向量”A的“负向量”为 −A.

上面例子中，数乘满足以下性质：

(5) 分配律 1: λ(α+ β) = λα+ λβ;

(6) 分配律 2: (λ+ µ)α = λα+ µα;

(7) 结合律: λ(µα) = (λµ)α;

(8) 单位元: 1α = α.



定义 (向量空间)
设 V 是一个非空集合，定义了两个运算：
加法: V × V → V, (α,β) 7→ α+ β;
数乘: R× V → V, (λ,α) 7→ λα;
使得

加法满足 (1) 交换律;(2) 结合律;(3) 有零向量; (4) 有负向量;

数乘与加法的关系满足 (5) 分配律 1; (6) 分配律 2; (7) 结合
律; (8) 1α = α.

则称 V 是一个R 向量空间，加法和数乘分别称为 V 上的向量加
法和数乘.

例

Rn,Mm,n(R),C[a, b] 都是 R 向量空间.



备注

向量空间的定义中，R 可以替换为任意一个数域 F, 这时称 V 是
一个F-向量空间. 比如: Cn,Mm,n(C) 都是 C-向量空间.

定理

假设 V 是数域 F 上的向量空间，则下列结论成立。
1 V 中的零向量是唯一的;
2 对任意 α ∈ V, 其负向量唯一, 零向量的负向量是其本身;
3 λα = 0 当且仅当 λ = 0 或者 α = 0；
4 对 λ ∈ F,α ∈ V，有 λ(−α) = (−λ)α = −(λα).



命题

假设 V 是一个 R 向量空间，W 为 V 的非空子集。如果 W 关于

V 中的加法和数乘封闭, 即

α,β ∈ W ⇒ α+ β ∈ W;

λ ∈ R,α ∈ W ⇒ λα ∈ W,

则 W 在 V 中的加法和数乘下也是一个 R 向量空间，是 W 是 V
的一个子空间.



例

在 R3 中，经过原点的平面 x + 2y + z = 0 上的点对应的向

量的集合为

W =




x
y
z

 ∈ R3 | x + 2y + z = 0


容易验证 W 中向量关于加法和数乘封闭. 从而 W 为 R3 的

子空间。

A ∈ Mm,n(R), 齐次线性方程组 Ax = 0 的解构成的集合

{α ∈ Rn | Aα = 0}

关于加法和数乘封闭，是 Rn 的子空间，称为方程组

Ax = 0 的解空间。



例

假设 W 是 V 的子空间，即 W 关于向量加法和数乘封闭，则对

任意 W 中向量 α1,α2, · · · ,αn ∈ W, λ1, λ2, · · · , λn ∈ R 都有

λ1α2 + λ2α2 + · · ·+ λnαn ∈ W

λ1α2 + λ2α2 + · · ·+ λnαn 称为关于 α1,α2, · · · ,αn 的一个

R 线性组合

也就是说，子空间 W 中若干个向量的线性组合依然在 W 中。



例

假设 α1,α2, · · · ,αn 是向量空间 V 中 n 个向量，则它们的所有
线性组合构成的集合

{λ1α2 + λ2α2 + · · ·+ λnαn | λ1, λ2, · · · , λn ∈ R}

关于加法和数乘封闭，称为由 α1,α2, · · · ,αn生成的子空间，记

作

〈α1,α2, · · · ,αn〉



向量空间 V 的两个子空间 W1,W2 的交 W1 ∩ W2 仍然是 V
的子空间; 但它们的并 W1 ∪ W2 一般不是 V 的子空间 (试
举反例)。

对于 V 的两个子空间 W1,W2, 它们的和

W1 + W2 = {α+ β | α ∈ W1,β ∈ W2}

是 V 的子空间，称为 W1 和 W2 的和空间。

假设 α1,α2, · · · ,αn 和 β1,β2, · · · ,βm 为向量空间 V 中两
组向量，则

〈α1,α2, · · · ,αn〉+ 〈β1,β2, · · · ,βm〉

=〈α1,α2, · · · ,αn,β1,β2, · · · ,βm〉


