
3.2. 线性相关性



α,β,γ: 向量空间 V 中向量;

如果 α = 2β + 3γ 为 β 和 γ 的线性组合 (线性表示);

则任意 α,β,γ 的线性组合

λ1α+ λ2β + λ3γ

=λ1(2β + 3γ) + λ2β + λ3γ

=(2λ1 + λ2)β + (3λ1 + λ3)γ

也是 β,γ 的线性组合，从而有

⟨α,β,γ⟩ = ⟨β,γ⟩

也就是说，α,β,γ 中去掉 α 后生成的子空间与原来生成的

子空间相同！



问题

有没有向量组 α1,α2, · · · ,αn, 使得其中任何一个向量不能写成
其余向量的线性组合？

定理

假设 n ⩾ 2, α1,α2, · · · ,αn 为 R 向量空间 V 中的向量组。那么
下面几条等价。

1 向量组的任一真子集生成的子空间真包含于

⟨α1,α2, · · · ,αn⟩;
2 向量组中任一向量不能写成其余向量的线性组合;
3 对任意 λ1, λ2, · · · , λn ∈ R, 如果线性组合

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn = 0

那么 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.



定义

假设 R 向量空间 V 中的向量组 α1,α2, · · · ,αn,n ⩾ 1 满足上面

定理中的第 3 条，即

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn = 0

当且仅当 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0, 则称向量组 α1,α2, · · · ,αn线

性无关，否则，称该向量组线性相关。

备注

根据定义，由一个单独的非零向量 α 组成的向量组线性无关，

而由一个零向量 0 组成的向量组线性相关。



例

Rn 中的标准单位向量

e1 =



1

0

0
...
0


, e2 =



0

1

0
...
0


, · · · , en =



0

0

0
...
1


线性无关。实际上，对于 λ1, λ2, · · · , λn ∈ R，有

λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λnen = (λ1, λ2, · · · , λn)
T.

如果此线性组合为零向量 0, 那么 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.



例

在 R 向量空间 Mm,n(R) 中的 Eij, i = 1, 2 · · · ,m, j = 1, 2, · · · ,n
线性无关。跟上面的例子类似, 对于 aij ∈ F, 我们有∑

i,j
aijEij = A,

其中 A 为 m × n 矩阵，其 (i, j) 元为 aij. 如果此线性组合为
Mm,n(F) 的零向量 O, 即 A 为零矩阵，那么所有的 aij 均为零。

例

将 C 看成 R 向量空间，则 1, i 是线性无关的。这是因为若 R 线
性组合 a · 1 + b · i = 0, 则实数 a, b 均为零。
如果将 C 看作 C 向量空间，那么 1, i 是线性相关的。这是因为
取复数 a = 1, b = i，不全为零，但 C 线性组合
a · 1 + b · i = 1 + i2 = 0.



例

判断 R3 中的向量组

β1 =


1

0

1

 , β2 =


1

2

0

 , β3 =


1

1

1


的线性相关性。

解: 线性组合

x1


1

0

1

+ x2


1

2

0

+ x3


1

1

1

 =


1 1 1

0 2 1

1 0 1




x1
x2
x3

 .



求使得这个线性组合为零向量的 x1, x2, x3 相当于解齐次线性方
程组 

1 1 1

0 2 1

1 0 1




x1
x2
x3

 =


0

0

0

 .

由于该方程组的系数矩阵行列式为 1, 因此方程组只有唯一零解
x1 = x2 = x3 = 0. 所以 β1,β2,β3 线性无关。

备注

一般地，Rm 中的 n 个向量 β1,β2, · · · ,βn 线性无关当且仅当由

这 n 个向量拼成的 m 行 n 列矩阵 B = (β1,β2, · · · ,βn) 对应的

齐次线性方程组 Bx = 0 只有零解，这等价于 rank(B) = n. 如
果 m = n, 这进一步等价于 B 是可逆矩阵。



推论

假设 α1,α2, · · · ,αr 为向量空间 V 中线性无关的向量组，
α ∈ V. 则 α1,α2, · · · ,αr,α 线性无关当且仅当 α 不能由

α1,α2, · · · ,αr 线性表示。

证明. 如果 α1,α2, · · · ,αr,α 线性无关，那么 α 不能由

α1,α2, · · ·, αr 线性表示，必要性得证。

现证充分性。假设 α 不能由 α1,α2, · · · ,αr 线性表示，而

α1,α2, · · · ,αr,α 线性相关。则存在不全为零的数

λ1, λ2, · · · , λr, λ, 使得

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λrαr + λα = 0.

如果 λ = 0, 由 α1,α2, · · · ,αr 的线性无关性, 得
λ1 = λ2 = · · · = λr = 0，这与 λ1, λ2, · · · , λr, λ 不全为零矛盾。

因此 λ ̸= 0.



但如此一来,

α =

r∑
i=1

(
−λi

λ

)
αi,

这与 α 不能由 α1,α2, · · · ,αr 线性表示矛盾。 □



我们将一个向量组的子集称为其部分组(partial set)。

对于一个不全为零向量的向量组，如果某个向量可以由其余

向量线性表示，那么去除这个向量，剩下的向量生成的子空

间与原向量组生成的子空间相同。

重复这个过程，最终得到一个原向量组的部分组, 满足
这个部分组生成的子空间与原向量组生成的子空间相同

部分组要么只含有一个非零向量，

要么至少含有两个向量，且其中任何一个向量都不能由其余

向量线性表示

因此我们得到原向量组的一个线性无关的部分组，它生成的

子空间与原向量组生成的子空间相同。

去除向量的过程并不唯一！最终剩下向量个数是否唯一？

答案是:最终剩下的向量个数是唯一的！



引入一个方便的记号，把线性组合用矩阵乘法的形式写出来, 记

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λnαn = (α1,α2, · · · ,αn)


λ1

λ2

...
λn

 .

这里约定 αiλi := λiαi. 对 A ∈ Mn,m(R) 可定义

(α1,α2, · · · ,αn)


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
... ... ...

an1 an2 · · · anm

 = (β1,β2, · · · ,βm),



其中

βi = (α1,α2, · · · ,αn)


a1i

a2i
...

ani

 = a1iα1 + a2iα2 + · · ·+ aniαn.

如果 B ∈ Mm,r(R), 根据矩阵乘法的结合性，可验证

[(α1,α2, · · · ,αn)A]B = (α1,α2, · · · ,αn)(AB).



命题

假设 R 向量空间 V 中线性无关的向量组 α1,α2, · · · ,αn 中的向

量都可以由向量组 β1,β2, · · · ,βm 线性表示，则 n ⩽ m.

线性无关的向量组不能由向量个数更少的向量组线性表示.

证明. 根据假设，存在 A ∈ Mm,n(R)，使得

(α1,α2, · · · ,αn) = (β1,β2, · · · ,βm)A.

我们断言 Ax = 0 只有零解. 实际上，如果 η ∈ Rn 使得 Aη = 0,

(α1,α2, · · · ,αn)η = [(β1,β2, · · · ,βm)A]η

= (β1,β2, · · · ,βm)(Aη) = 0
.

由于 α1,α2, · · · ,αn 线性无关，因此 η = 0. 所以 rank(A) = n,
但矩阵的秩不超过其行数，因此 n ⩽ m. □



定义

如果两个向量组生成的子空间相同，那么我们称这两个向量组等

价，实际上，这等同于这两个向量组能相互线性表示.

由前面的讨论，对于向量空间中不全为零的向量组

α1,α2, · · · ,αn，存在线性无关的部分组 αi1 ,αi2 , · · · ,αir , 使得

⟨αi1 ,αi2 , · · · ,αir⟩ = ⟨α1,α2, · · · ,αn⟩,

即此部分组与原向量组等价. 这等同于 α1,α2, · · · ,αn 可由

αi1 ,αi2 , · · · ,αir 线性表示。此时，αi1 ,αi2 , · · · ,αir 称为

α1,α2, · · · ,αn 的一个极大线性无关组

前面关心的这个部分组的向量个数的唯一性问题的答案可由下面

的定理给出。



定理

两个等价的向量组的极大线性无关组的向量个数相同。特别地，

一个向量组的两个极大线性无关组的向量个数相同。

定义

如果一个向量组中的向量都是零向量，那么定义这个向量组的秩

为 0, 如果一个向量组中的向量不全为零向量，那么定义其秩为
极大线性无关组的向量个数，记为 rank.



求 Rm 中的向量组的极大线性无关组

定理

假设 u1, u2, · · · , un 为 Rm 中的向量组，T ∈ Mm(R) 是 m 阶可
逆矩阵。那么 ui1 , ui2 , · · · , uir 是 u1, u2, · · · , un 的极大线性无关

组当且仅当 Tui1 ,Tui2 , · · · ,Tuir 是 Tu1,Tu2, · · · ,Tun 的极大线

性无关组.

例

求 R3 中的向量组

α1 =


1

2

1

 , α2 =


3

4

2

 , α3 =


5

6

3

 , α4 =


9

8

4


的一个极大线性无关组。



解. 根据上面定理, 我们可以考虑向量组 Tαi, 1 ⩽ i ⩽ 4, 其中 T
是三阶可逆实矩阵。在列向量左边乘一个可逆矩阵相当于对其作

一系列的初等行变换，因此我们可以先将 αi, 1 ⩽ i ⩽ 4 拼成一个

矩阵，然后再对其作初等行变换。
1 3 5 9

2 4 6 8

1 2 3 4

 T23(−2),T13(−1)−−−−−−−−−−→


0 1 2 5

0 0 0 0

1 2 3 4



T31(−2)−−−−−→


0 1 2 5

0 0 0 0

1 0 −1 −6

 .



记这些初等行变换对应的初等矩阵的乘积为 T, 则变换后的矩阵
的列为 Tαi, 1 ⩽ i ⩽ 4. 容易发现前两列

Tα1 =


0

0

1

 ,Tα2 =


1

0

0


线性无关且 Tα3 = 2Tα2 − Tα1, Tα4 = 5Tα2 − 6Tα1.

因此 Tα1,Tα2 是 Tαi, 1 ⩽ i ⩽ 4 的极大线性无关组。

从而 α1,α2 是 αi, 1 ⩽ i ⩽ 4 的极大线性无关组。

备注

极大线性无关组并不是唯一的! 这个例子中向量组的任意两个向
量组成的部分组都是其极大线性无关组。


