
3.5. 线性方程组解的结构



矩阵 A ∈ Mm,n(R),

我们可以将 A 看成 n 个 m 维列向量从左到右拼在一起,

也可以看成 m 个 n 维向量从上到下拼在一起, 分别称为 A 的列
向量(column vector) 和行向量(row vector)．

A 的所有列向量生成的子空间称为 A 的列空间(column space)．

A 的行向量生成的子空间称为 A 的行空间(row space)．

有趣的是, A 的行空间和列空间具有相同的维数, 都等于 A 的秩.



前面我们用初等变换将 A 变为(
Ir O
O O

)

的形式, 然后定义矩阵 A 的秩为 r.

在行列式这一章, 我们发现 r 也是 A 的非零子式的最大阶数

现在它又是矩阵的行空间 (列空间) 的维数



我们来看看这是为什么．

引理 (3.18)
对于一个矩阵 A ∈ Mm,n(R), 下面结论成立．

1 对任意 m 阶可逆矩阵 P, A 和 PA 具有相同的行空间;
2 对任意 n 阶可逆矩阵 Q, A 和 AQ 具有相同的列空间.

定理 (3.19)
一个矩阵的秩与其行空间、列空间维数相同．



证明. 若 A = O, 其列空间和行空间都是零空间, 结论显然成立．

设 A ̸= O．那么存在可逆矩阵 P ∈ Mm(R),Q ∈ Mn(R), 使得

PAQ =

(
Ir O
O O

)
, 因此, AQ = P−1

(
Ir O
O O

)
.

根据引理 3.18, 左边 AQ 的列空间与 A 的列空间相同, 右边矩阵
的列空间是由 P−1 的前 r 列生成的子空间.

所以 A 列空间与 P−1 的前 r 列生成的子空间相同, 有相同维数．

由于 P−1 可逆, 因此其列向量线性无关, 从而前 r 列也线性无关．
所以由其前 r 列生成的子空间维数是 r.

故, A 的列空间维数为 r = rank(A).

考虑 AT 可得到 A 的行空间维数也是 r. □



换个角度来看线性方程组: 线性方程组 Ax = b 有解当且仅当b
可以写成 A 的列向量的线性组合, 也就是说b 属于 A 的列空间．

A 的列空间是增广矩阵 (A, b) 的列空间的子空间．

b 属于 A 的列空间当且仅当 A 的列空间与 (A, b) 的列空间相
同, 当且仅当它们有相同的维数．

利用定理 3.19, 就非常简单地重新证明了我们第 1 章的结论:
线性方程组有解当且仅当其系数矩阵的秩等于其增广矩阵的秩



齐次线性方程组的基础解系

齐次线性方程组 Ax = 0, 其中 A ∈ Mm,n(R), 我们知道其所有解
构成 Rn 的子空间．现在我们的问题是:

能否为其解空间找出一组基?

由第 1 章的消元法, 我们可以通过初等行变换将 A 化为最简行
阶梯型, 必要时再交换列, 得到 PAQ 形如

1 0 · · · 0 c1,r+1 · · · c1,n
1 · · · 0 c2,r+1 · · · c2,n

. . . ... ... ...
1 cr,r+1 · · · cr,n

O O


Q 是第 I 型初等矩阵的乘积.



y = Q−1x, 则 Ax = 0 等价于 PAQy = 0. 用方程组表达为
y1 +c1,r+1yr+1 + · · ·+ c1,nyn = 0,

y2 +c2,r+1yr+1 + · · ·+ c2,nyn = 0,
. . . · · · · · · · · · · · ·

yr +cr,r+1yr+1 + · · ·+ cr,nyn = 0.

由于 Q 是第 I 型初等矩阵的乘积, 因此 y1, y2, · · · , yn 是

x1, x2, · · · , xn 的一个排列．

对自由变量 (yr+1, yr+2, · · · , yn) 分别取值为

(1, 0, · · · , 0), (0, 1, 0, · · · , 0), · · · , (0, · · · , 0, 1),

可以得到 n − r 个方程组 PAQy = 0 的解:



η1 =



−c1,r+1

...
−cr,r+1

1

0
...
0


,η2 =



−c1,r+2

...
−cr,r+2

0

1
...
0


, · · · ,ηn−r =



−c1,n
...

−cr,n

0

0
...
1


.

如果 b1η1 + b2η2 + · · ·+ bn−rηn−r = 0, 左边线性组合作为列向
量的后 n − r 个分量分别是 b1, b2, · · · , bn−r. 因此

b1 = b2 = · · · = bn−r = 0

故, η1,η2, · · · ,ηn−r 线性无关．



另一方面, 假设 η = (a1, a2, · · · , an)T 是 PAQy = 0 的解, 则
a1 =−c1,r+1ar+1 − · · · − c1,nan,

a2 =−c2,r+1ar+1 − · · · − c2,nan,

· · · · · · · · · · · ·
ar = −cr,r+1ar+1 − · · · − cr,nan.

由此可得 η = ar+1η1 + ar+2η2 + · · ·+ anηn−r．

所以 η1,η2, · · · ,ηn−r 是 PAQy = 0 的解空间的一组基,

将这些向量的分量适当调整顺序后得到的

Qη1,Qη2, · · · ,Qηn−r

是原方程组 Ax = 0 的解空间的一组基．



一个齐次线性方程组的解空间的一组基称为这个线性方程组的一

个基础解系(fundamental system of solution).

命题 (3.20)
假设 n 个变元的齐次线性方程组的系数矩阵秩为 r, 那么其解空
间维数为 n − r.



例

求齐次线性方程组
x1 + x2 − 3x4 = 0,

x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0,

4x1 − 2x2 + 6x3 − 6x4 = 0

的一个基础解系．

解. 对其系数矩阵进行初等行变换, 得到
1 0 1 −2

0 1 −1 −1

0 0 0 0

 .

对自由变元 x3, x4 依次取(
x3
x4

)
=

(
1

0

)
,

(
x3
x4

)
=

(
0

1

)
,



可得方程组的一个基础解系

η1 =


−1

1

1

0

 , η2 =


2

1

0

1

 .

所以方程组的解为 k1η1 + k2η2, 其中 k1, k2 ∈ R.



对于一般的线性方程组, 有如下结论．

命题 (3.21)
假设 η0 为 n 个变元的线性方程组 Ax = b 的解, 而
η1,η2, · · · ,ηn−r 为对应的齐次线性方程组 Ax = 0 的基础解系．
那么 Ax = b 的通解为

η0 + k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−rηn−r, k1, k2, · · · , kn−r ∈ R. (1)



证明. 直接验证可得式 (1) 是 Ax = b 的解．

反过来, 如果 η 是 Ax = b 的解, 那么 A(η − η0) = b − b = 0.

所以 η − η0 是齐次线性方程组 Ax = 0 的解,

从而存在 k1, k2, · · · , kn−r ∈ R, 使得

η − η0 = k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−rηn−r.

于是 η 可由式 (1) 得出. □


