
4.1. 线性映射与线性变换



矩阵 A ∈ Mm,n(R), 前几章, 有以下几种看法

A 是一个数组成的数表 (线性方程组的增广矩阵);

A 是一些高维向量组成的向量组 (行列式, 行空间, 列空间)

这一章, 我们换个角度

A : Rn −→ Rm, α 7→ Aα

将 A 看成从 Rn 到 Rm 的映射．

这样线性方程组 Ax = b 是否有解, 就转化为

判断 b 是否在映射 A 的像集中．



对于一般的向量空间之间的映射, 我们作如下定义．

定义

两个 R 向量空间 V,W 之间的映射

σ : V −→ W

称为一个线性映射(linear map), 如果对任意 α,β ∈ V, λ ∈ R, 下
面两条性质成立.

1 σ(α+ β) = σ(α) + σ(β);
2 σ(λα) = λσ(α).

向量空间 V 到自身的线性映射称为 V 上的线性变换(linear
transformation)．

注: 很多参考书, 线性映射也被称为线性变换, 并不区分．



线性映射就是保持线性组合的映射, 即任意线性组合 λ1α1+

λ2α2 + · · ·+ λrαr 在线性映射 σ 下的像满足

σ(λ1α1+λ2α2+· · ·+λrαr) = λ1σ(α1)+λ2σ(α2)+· · ·+λrσ(αr).

特别地, 零向量在线性映射下的像也是零向量, 即

σ(0) = σ(0 · 0) = 0σ(0) = 0.

如果一个线性映射 σ : V −→ W 既是单射又是满射, 那么称 σ 为

向量空间的同构(isomorphism)．如果两个向量空间之间存在同构
映射, 那么称这两个向量空间同构．



例

(1) 对任意 A ∈ Mm,n(R), 上面提到的

A : Rn −→ Rm, α 7→ Aα

是线性映射, 当 n = m 时, 此映射为 Rn 上的线性变换．

(2) 对由 [0, 1] 上所有连续函数组成的 R 向量空间 C[0, 1], 定义

I : C[0, 1] −→ C[0, 1], f(x) 7→
∫ x

0
f(t)dt.

由定积分的基本性质, I 是 C[0, 1] 上的线性变换．



例

(3) 假设 C∞[0, 1] 为 [0, 1] 上任意阶可导函数组成的 R 向量空间,
定义

D : C∞[0, 1] −→ C∞[0, 1], f(x) 7→ f′(x).

根据导函数的性质, D 为 C∞[0, 1] 上的线性变换．

(4) 对任意 R 向量空间 V, 对任意 a ∈ R,

ιa : V −→ V, α 7→ aα

是 V 上的线性变换, 称为 V 上的位似变换(homothetic
transformation)．ι0 将所有 V 中的向量映为零向量, 称为 V 上
的零变换(zero transformation), ι1(简记为 ι) 为 V 上的恒等变
换(identity transformation)．



线性映射和线性变换有下面这些基本性质．

命题 (4.2)

假设 V,W 是有限维 R 向量空间, 则下列结论成立．
1 假设 σ : V −→ W 是线性映射. 则其像集 Imσ 是 W 的子空

间, 其核 (kernel) 空间

Kerσ := {α ∈ V | σ(α) = 0}

是 V 的子空间．并且

dim Imσ + dim Kerσ = dim V

2 线性映射 σ : V −→ W 是单射当且仅当 Kerσ = {0}.
3 如果 σ : V −→ W 为同构, 那么 dim V = dim W.



命题 (4.2-续)
4 假设 σ 为 V 上的线性变换．则

σ 是单射 ⇔σ 为满射 ⇔σ 为同构．

5 对 V 上的两个线性变换 σ, τ 以及两个数 a, bR,

aσ + bτ : V −→ V, α 7→ aσ(α) + bτ(α)

是 V 上的线性变换．

复合映射 στ 也是 V 上的线性变换．



对于 n 维向量空间 V, 想要了解 V 上的一个线性变换 σ, 由于 σ

保持线性组合, 因此我们只需要了解 V 的一组基在 σ 下的像就

可以了．

假设 α1,α2, · · · ,αn 是 V 的一组基

在 σ 下的像 σ(α1), σ(α2), · · · , σ(αn) 还是 V 中的向量.
可以由 α1,α2, · · · ,αn 线性表示, 因此存在 A ∈ Mn(R), 使得

(σ(α1), σ(α2), · · · , σ(αn)) = (α1,α2, · · · ,αn)A.

这里 A 的第 i 列为 σ(αi) 在 α1,α2, · · · ,αn 下的坐标, 这也说
明矩阵 A 是由 σ 唯一确定的．称为

线性变换 σ 在基 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵．



例

(1) 假设 A ∈ Mn(R), 对于 Rn 的标准基 e1, e2, · · · , en, 有

(Ae1,Ae2, · · · ,Aen) = (e1, e2, · · · , en)A.

因此 A 作为 Rn 上的线性变换在标准基 e1, e2, · · · , en 下的矩阵

就是 A 自己．

(2) 有限维 R 向量空间 V 上的位似变换 ιa : V −→ V, α 7→ aα
在 V 的任意一组基下的矩阵均为 aI.



例

(3) 假设 V 是 R 上次数 ⩽ n 的多项式函数组成的向量空间, 则

xn

n! ,
xn−1

(n − 1)!
, · · · , 1

组成 V 的一组基, 线性变换

D : V −→ V, f(x) 7→ f′(x)

在这组基下的矩阵为

0

1 0

1 0
. . . . . .

1 0


.



假设 V 是 n 维 R 向量空间, α1,α2, · · · ,αn 为 V 的一组基．

我们用 M(σ) 表示 V 上线性变换 σ 在下的矩阵．

定理 (4.3)
对任意 V 上线性变换 σ, τ 以及实数 a, b, 有

M(στ) = M(σ)M(τ);

M(aσ + bτ) = aM(σ) + bM(τ)

也就是说, 线性变换的复合在一组基下的矩阵是它们分别在这组
基下矩阵的乘积；线性变换的线性组合在一组基下的矩阵是它们

分别在这组基下矩阵的线性组合．



假设向量空间 V 有两组基, α1,α2, · · · ,αn 和 β1,β2, · · · ,βn, 它
们之间的过渡矩阵为 T, 即

(β1,β2, · · · ,βn) = (α1,α2, · · · ,αn)T.

假设线性变换 σ 在 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵为 A.

则 σ 在 β1,β2, · · · ,βn 下的矩阵为 T−1AT.



若存在可逆矩阵 T 使得 B = T−1AT, 则称 B 与 A相似(similar)．
这里有个重要的特点是

Bm = (T−1AT)(T−1AT) · · · (T−1AT)︸ ︷︷ ︸
m次

= T−1AmT.

要计算 B 的方幂, 只需计算 A 相应的方幂, 然后在两边分别乘
T−1 和 T 即可．对一个多项式 f(t) = antn + · · ·+ a1t + a0 有

f(B) = anBn + · · ·+ a1B + a0I

= an(T−1AT)n + · · ·+ a1T−1AT + a0I

= anT−1AnT + · · ·+ a1T−1AT + a0T−1IT

= T−1f(A)T

可以将计算 B 的多项式形式的矩阵问题转化为 A 的问题．


