
5.2. 规范正交基和正交矩阵



在 3 维空间中, 通常取三个相互垂直的单位向量建立直角坐标系．

在 n 维欧氏空间中, 是否存在 n 个彼此正交的单位向量 ?

在 Rn 中, 显然标准基 e1, e2, · · · , en 是一组彼此正交的单位向量．

实际上, 无限维欧氏空间中也有这样的向量组．比如, 大家可以
验证在 C[0, 2π] 中,

1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, · · · , cos nt, sin nt, · · ·

是两两正交的．这在傅里叶级数中是非常重要的性质．



引理 (5.4)
欧氏空间中两两正交的非零向量组成的向量组线性无关．

证明. 假设 α1,α2, · · · ,αm 是欧氏空间 V 中的两两正交的非零
向量, 并假设线性组合

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xmαm = 0

由于 (αi,αj) = 0 对所有 i ̸= j 成立, 所以

0 = (x1α1 + x2α2 + · · ·+ xmαm, x1α1 + x2α2 + · · ·+ xmαm)

=

m∑
i=1

m∑
j=1

xixj(αi,αj) =
m∑

i=1

x2i (αi,αi).

又因为每个 (αi,αi) > 0, 所以每个 xi 都为零． □



由引理 5.4, 若 n 维欧氏空间 V 中有 n 个彼此正交的单位向量

α1,α2, · · · ,αn, (αi,αj) =

1, i = j;

0, i ̸= j,

那么这些向量必然线性无关, 从而构成 V 的一组基.

满足上面条件的向量组称为 V 的一组规范正交基

怎样构造一个欧氏空间的规范正交基呢 ?



构造规范正交基的方法——施密特正交化
假设 V 是 n 维欧氏空间, 有一组基

β1,β2, · · · ,βn

我们将从这组基出发构造规范正交基, 方法如下:

先固定 α1 = β1

用 β2 减去其在 α1 上的 “投影”

(β2,α1)

(α1,α1)
α1, 得到, β2 −

(β2,α1)

(α1,α1)
α1

则有

(β2 −
(β2,α1)

(α1,α1)
α1,α1) = (β2,α1)−

(β2,α1)

(α1,α1)
(α1,α1) = 0



令

α2 = β2 −
(β2,α1)

(α1,α1)
α1

由于 α1 = β1,β2 线性无关, 因此 α2 ̸= 0.

现在用归纳法, 假设我们已经得到 k 个两两正交的非零向量

α1,α2, · · · ,αk,

其中每个 αi 都是 β1,β2, · · · ,βi 的线性组合.

令

αk+1 = βk+1 −
k∑

i=1

(βk+1,αi)

(αi,αi)
αi.

可以证明 αk+1 非零, 且为 β1, · · · ,βk+1 的线性组合．



对任意 j ⩽ k, 有

(αk+1,αj) = (βk+1,αj)−
k∑

i=1

(βk+1,αi)

(αi,αi)
(αi,αj)

= (βk+1,αj)−
(βk+1,αj)

(αj,αj)
(αj,αj) = 0,

由于 α1, · · · ,αk 已经两两正交, 这样便得到 k + 1 个彼此正

交的非零向量．

继续这个过程, 最终可得到 n 个彼此正交的非零向量

α1,α2, · · · ,αn



最后, 对它们进行单位化, 即

α1

∥α1∥
,

α2

∥α2∥
, · · · , αn

∥αn∥
,

进而得到 V 中 n 个两两正交的单位向量, 从而构成 V 的一
组规范正交基．

推论 (5.5)
有限维欧氏空间中的两两正交的单位向量组成的向量组可扩展为

V 的一组规范正交基．

证明. 先扩展成 V 的一组基, 再用正交化方法. □



例

用施密特正交化方法将向量组

β1 =


1

1

1

 , β2 =


1

0

2

 , β3 =


0

0

1


化为 R3 的一组规范正交基．

解. 先正交化, 令 α1 = β1.

α2 = β2 −
(β2,α1)

(α1,α1)
α1 =


1

0

2

− 3

3


1

1

1

 =


0

−1

1

 ,



α3 = β3 −
(β3,α1)

(α1,α1)
α1 −

(β3,α2)

(α2,α2)
α2

=


0

0

1

− 1

3


1

1

1

− 1

2


0

−1

1



=


−1

3
1
6
1
6

 .



再进行单位化可得

α1

∥α1∥
=


1√
3
1√
3
1√
3

 ,
α2

∥α2∥
=


0

− 1√
2

1√
2

 ,
α3

∥α3∥
=


− 2√

6
1√
6
1√
6

 .

这三个向量是彼此正交的单位向量, 组成 R3 的一组规范正交基．



规范正交基的好处

假设 n 维欧氏空间 V 有一组规范正交基

ξ1, ξ2, · · · , ξn

对任意 α ∈ V, 假设它在这组规范正交基下的坐标为

x = (x1, x2, · · · , xn)
T, 即, α = x1ξ1 + x2ξ2 + · · ·+ xnξn

对 i = 1, 2, · · · ,n, 有

(α, ξi) =
n∑

k=1

xk(ξk, ξi) = xi(ξi, ξi) = xi.

即第 i 个坐标恰好是 α 与 ξi 的内积．



如果 β 在这组规范正交基下的坐标是 y = (y1, y2, · · · , yn)T, 那么

(α,β) =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyj(ξi, ξj) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = xTy.

即 α 与 β 的内积等于它们的坐标向量在 Rn 中的内积, 特别地,

∥α∥2 = (α,α) = x21 + x22 + · · ·+ x2n.

即 α 的长度和其对应的坐标向量在 Rn 中的长度相同



规范正交基之间的过渡矩阵

假设

α1,α2, · · · ,αn 和 β1,β2, · · · ,βn

都是欧氏空间 V 的规范正交基, 对应的过渡矩阵为 U, 即

(β1,β2, · · · ,βn) = (α1,α2, · · · ,αn)U.

U 的第 i 列 Ui 为 βi 在 α1,α2, · · · ,αn 下的坐标向量．

上面的讨论可知

(βi,βj) = (Ui,Uj) = UT
i Uj



由于 β1,β2, · · · ,βn 也是规范正交基, 因此

UT
i Uj = (βi,βj) =

1, i = j,

0, i ̸= j.

这等价于 UTU = I, 即 U−1 = UT,

也等价于 U 的 n 个列向量是 Rn 的一组规范正交基．

定义 (5.6)
满足 UTU = I 的实数方阵 U 称为正交矩阵(orthogonal matrix)．



容易发现正交矩阵有如下几个性质.
1 如果 U 是正交矩阵, 那么 U−1 = UT 也是正交矩阵;
2 正交矩阵的行列式为 ±1;
3 如果 U1,U2 是正交矩阵, 那么 U1U2 也是正交矩阵．

例

二阶正交矩阵有哪些 ?

解. 假设

U =

(
a b
c d

)
是二阶正交矩阵, 则 U 的列向量是彼此正交的单位向量, 即满足
下面几个条件.

a2 + c2 = 1, b2 + d2 = 1, ab + cd = 0.



存在 θ, φ ∈ R 使得 a = cos θ, c = sin θ, b = sinφ, d = cosφ 且

sin(θ + φ) = sin θ cosφ+ cos θ sinφ = cd + ab = 0.

所以 θ + φ = kπ, 即 φ = kπ − θ, k ∈ Z.

当 k 为偶数时,

b = sinφ = − sin θ, d = cosφ = cos θ.

当 k 为奇数时,

b = sinφ = sin θ, d = cosφ = − cos θ.



因此 U 分别为两种形式, 即

U1 =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
, U2 =

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)
.

容易看出 U1 的列向量都是单位向量, 并且两个列向量正交, 因此
U1 的确是正交矩阵．同样的, U2 也是正交矩阵.

不同的是 |U1| = 1, |U2| = −1. 对任意平面向量 x = (x1, x1)T

U1x 为将 x 逆时针旋转角度 θ 所得到的向量.

U2x 为将 x 沿角 θ

2
的终边所在直线翻折所得到的向量．


