
5.3. 正交变换



在 R3 中, 很多时候我们需要保持向量长度的变换, 比如绕某个轴
旋转等．因此, 欧氏空间上保持长度的线性变换无疑是重要的．

定义 (5.7)
假设 σ 为欧氏空间 V 上的线性变换．如果对任意 α ∈ V 都有

||σ(α)|| = ||α||,

那么称 σ 为正交变换(orthogonal transformation)．

需要指出的是, 线性变换 σ 保长度和保内积实际上是等价的．

引理 (5.8)
假设 σ 为欧氏空间 V 上的线性变换, 那么 σ 是正交变换当且仅

当 (σ(α), σ(β)) = (α,β) 对所有 α,β ∈ V 成立．



证明. 如果 σ 保内积, 即 (σ(α), σ(β)) = (α,β)．那么

‖σ(α)‖2 = (σ(α), σ(α)) = (α,α) = ‖α‖2.

从而 ‖σ(α)‖ = ‖α‖, 即 σ 保长度, 为正交变换．
反过来, 假设 σ 是正交变换, 则对任意 α,β ∈ V 有

‖σ(α+ β)‖2 = ‖α+ β‖2.

把两边写成内积的形式有

(σ(α), σ(α))+2(σ(α), σ(β))+(σ(β), σ(β)) = (α,α)+2(α,β)+(β,β).

即 ‖σ(α)‖2 +2(σ(α), σ(β)) + ‖σ(β)‖2 = ‖α‖2 +2(α,β) + ‖β‖2,
因为 σ 保长度, 所以 ‖σ(α)‖2 = ‖α|2, |σ(β)‖2 = ‖β‖2, 因此
(σ(α), σ(β)) = (α,β). □



定理 (5.9)
假设 σ 为 n 维欧氏空间 V 上的线性变换, 则下面几条等价.

1 σ 是正交变换；

2 σ 在 V 的任意规范正交基下的矩阵为正交矩阵；
3 σ 在 V 的某组规范正交基下的矩阵为正交矩阵.

推论 (5.10)
对于矩阵 A ∈ Mn(R). 将 A 看作 Rn 上的线性变换．则 A 是正
交变换当且仅当 A 是正交矩阵．



由于正交变换保持向量长度, 假设 λ ∈ R 为欧氏空间 V 上正交
变换 σ 的特征值, α ∈ V 是对应 λ 的特征向量, 则

|λ| · ‖α‖ = ‖λα‖ = ‖σ(α)‖ = ‖α‖.

从而 |λ| = 1, λ = ±1. 更一般地, 我们有下面的结论．

命题 (5.11)
正交矩阵在 C 中特征值的模长为 1. 特别地, 正交矩阵的实特征
值只能是 ±1.



例 (镜面反射)
在欧氏空间 V 中, 对任意非零向量 α, 容易验证映射

τα : V −→ V, β 7→ β − 2(β,α)

(α,α)
α

是 V 上的线性变换且 τα = τλα 对所有非零 λ ∈ R 成立. 不妨设
α 是单位向量, 扩展成 V 的一组规范正交基 α,α2, · · · ,αn. 我
们可以看看 τα 作用在这组基上的效果如何．

τα(α) = α− 2(α,α)

(α,α)
α = α− 2α = −α.

对于 2 ⩽ k ⩽ n, 由于 (α,αk) = 0, 因此 τα(αk) = αk − 0α = αk.
τα 在规范正交基 α, · · · ,αn 下的矩阵为 U = diag[−1, 1, · · · , 1].
显然 UTU = I, U 为正交矩阵．由定理 5.9 知 τα 是正交变换．

形如 τα 的正交变换称为镜面反射(mirror reflection)．



例

由上一节例 ??, R2 上的正交矩阵都形如(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
,

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)
.

它们分别对应 R2 上的旋转和翻折, 那 R3 上的正交变换又是什

么样的呢 ? 这等价于刻画所有的三阶正交矩阵．



假设 U 为三阶正交矩阵

根据其特征多项式 fU(t) 在 C 中的根的情况进行讨论．

fU(t) 为奇数次实系数多项式, 必有实数根 λ1, 另外两根为 λ2, λ3

如果三根均为实数, 那么根据命题 5.11, 它们都是 ±1

如果 λ2 是虚数, 由于虚根成对相互共轭, λ3 = λ̄2, 根据命题
5.11, 我们有 |λ2| = 1. 此时有

|U| = λ1λ2λ3 = λ1λ2λ̄2 = λ1|λ2|2 = λ1.



情形 1. |U| = 1

如果 fU(t) 在 C 中的三根 λ1, λ2, λ3 都是实数 ±1, 由于其乘积为
|U| = 1, 那么必有一根为 1.

如果两根 λ2, λ3 为相互共轭的虚数, 那么 λ1 = |U| = 1.

U 总有特征值 1, 存在单位向量 η1 ∈ R3, 使得 Uη1 = η1.

扩展为 R3 的一组规范正交基 η1,η2,η3.

对 i = 2, 3, 我们有

(Uηi,η1) = (Uηi,Uη1) = (ηi,η1) = 0.

因此 Uηi 可以写成 η2,η3 的线性组合．



U 作为 R3 上的线性变换在规范正交基 η1,η2,η3 下的矩阵形如

A =

(
1

U1

)
.

由定理 5.9, A 为正交矩阵且与 U 相似．因此 U1 也是正交矩阵.

由于 |U1| = |U| = |A| = 1, 存在 θ ∈ [0, 2π], 使得

U1 =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
.

U 作用的效果是将向量绕向量 η1 旋转角度 θ. 这样的变换称为
R3 一个旋转变换．



情形 2. |U| = −1

根据 fU(t) 在 C 中根的情况知 U 必有特征值 −1

存在非零向量 α 使得 Uα = −α.

令 τα 为相应的镜面反射.

假设 τα 在标准基 e1, e2, e3 下的矩阵为 U1. 那么 |U1| = −1.

这样 σ = Uτα 满足 σ(α) = α, σ 在标准基 e1, e2, e3 下的矩阵
UU1 为行列式为 1 的正交矩阵.

因此 σ 为绕 α 的一个旋转变换．

故, U = στα 为一个镜面反射和一个旋转变换的复合．


